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1. Einleitung

Im Bereich der formalen Verifikation und Modellpriifung hat sich in den letzten Jahr-
zehnten verstérkt durchgesetzt, Probleme mithilfe von Booleschen Formeln zu beschrei-
ben. Mit dem Finden von Algorithmen, welche die Erfiillbarkeit solcher Booleschen For-
meln moglichst effizient untersuchen, beschéftigen sich noch heute viele Menschen rund
um den Globus. Dies hat zur Folge, dass es mittlerweile sehr gute Algorithmen gibt,
die zwar immer noch eine exponentielle Worst-Case-Laufzeit besitzen, aber dennoch
viele praktische Instanzen anndhernd effizient 16sen.

Doch mit steigender Komplexitdt der Problemstellungen explodieren die Darstellun-
gen der Probleminstanzen als Boolesche Formeln. Der Ruf nach einer kompakteren
Darstellung wird somit immer lauter. Eine Moglichkeit der kompakteren Darstellung
bieten quantifizierte Boolesche Formeln. Das zugehorige Erfiillbarkeitsproblem, also
das Entscheidungsproblem, ob eine quantifizierte Boolesche Formel valide ist, wird mit
OBF bezeichnet. Doch die Darstellung von Problemen als quantifizierte Boolesche
Formel (im Folgenden auch mit QBF abgekiirzt) erschwert das Testen auf Validitét im
Vergleich zur Darstellung als gewohnliche aussagenlogische Formel. Die Griinde dafiir
liegen in der Moglichkeit, Variablen existentiell bzw. universell zu quantifizieren und
den sich daraus ergebenen Abhéngigkeiten von unterschiedlich quantifizierten Varia-
blen untereinander, welche bei der Zuweisung von Wahrheitswerten beachtet werden
miissen.

Diese zusétzlich zu beachtenden Bedingungen bei der Losung von QBF-Instanzen sor-
gen dafiir, dass das Problem QBF in der Komplexitétsklasse PSPACE einzuordnen ist,
also der Klasse der Probleme mit polynomiellen Platzbedarf. Wohingegen das Entschei-
dungsproblem iiber die Erfiillbarkeit von Booleschen Formeln, welches mit SAT be-
zeichnet wird, zu der Klasse der nichtdeterministisch effizient 16sbaren Probleme (NP)
gehort. Des Weiteren wird in [SMT73] gezeigt, dass QBF ein PSPACE-vollstandiges
Problem ist, also alle anderen Probleme der Klasse PSPACE in polynomieller Zeit auf
OBF reduziert werden kénnen. Da die Klasse NP eine Teilmenge der Klasse PSPACE
ist, ist es moglich alle Probleme, die durch Instanzen von SAT beschrieben werden
konnen, auch als QBFs zu beschreiben. Aufgrund dieser Eigenschaft spielt die Suche
nach moglichst effizienten Algorithmen, die QBF entscheiden, eine herausragende Rol-



le.

Innerhalb der letzten zwei bis drei Jahrzehnte wurden gewaltige Fortschritte bei der
Suche solcher Algorithmen erzielt. Ahnlich wie bei SAT gab es Versuche, jéhrliche
Wettbewerbe zu etablieren, um die Leistungsfiahigkeit aktueller QBF-Solver zu bewer-
ten ([GNPTO05a]). Jedoch spielen in der Praxis QBFs noch immer eine untergeordne-
te Rolle ([BMO0S]). Die Griinde dafiir kénnen vielfiltig sein. Einerseits sind aktuelle
QBF-Solver noch immer ihren Rivalen, den SAT-Solvern, unterlegen. Das mag zum
einen daran liegen, dass viel weniger Menschen sich an der Suche nach effizienten
Losungsalgorithmen fiir QBF-Instanzen beteiligen und zum anderen daran, dass al-
le uns bekannten Losungsalgorithmen fiir QBF-Instanzen erweiterte SAT-Algorithmen
sind. Andererseits ist es schwer mit der Gewohnheit zu brechen, da gewohnliche aus-
sagenlogische Formeln sich in vielen praktischen Bereichen etabliert haben.

Diese Arbeit baut jedoch auf der Uberzeugung auf, dass die zunehmende Komplexitit
der zu beschreibenden Probleme die Personen, die in Bereichen solcher Problembe-
schreibungen involviert sind, dazu zwingen wird auf kompaktere Darstellungen umzu-
steigen, auch wenn diese keine hohere Ausdrucksfahigkeit (vgl. Satz [2) bieten. Somit
ist eine intensive Auseinandersetzung mit dem Problem QBF unvermeidbar, um auch
in Zukunft bestmogliche Verfahren fiir die heute noch mit SA7T operierenden Anwen-
dungsbereiche anbieten zu konnen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es Algorithmen vorzustellen, welche die Erfiillbarkeit von
quantifizierten Booleschen Formeln untersuchen. Dabei sollen aktuelle Ansétze in Be-
tracht gezogen und Probleme aufgezeigt werden. Begleitend zu dieser Arbeit wurde das
Framework qbfSolve entwickelt, welches dazu dienen soll eine einheitliche Schnittstelle
fiir verschiedenste Algorithmen zu bieten, die QBF entscheiden.

Von den Lesern dieser Arbeit wird ein grundlegendes Verstandnis der mathematischen
Logik verlangt, sowie insbesondere umfangreiche Kenntnisse in der Aussagenlogik.



2. Grundlagen

In diesem Kapitel méchten wir uns mit den Grundlagen fiir eine formale Beschreibung
des Problems QBF befassen und Eigenschaften hervorheben, die sich Losungsalgorith-
men zu Nutze machen.

Definition 1. Eine quantifizierte Boolesche Formel (QBF) ist eine Formel der Form:

Q1$1,1Q193172 T lel,’l’ru T le’kmk—leiﬂk,mk ¢

wobei Q1 ..., Qr € {V,3}, Qi # Qiy1 fiiri € [1,k — 1] und ¢ ist eine gewéhnliche aus-
sagenlogische Formel. Alle freien Variablen in 1 werden im Folgenden als existentiell
quantifiziert durch den duflersten Quantor im Prdfiv angenommen, so dass alle in 1
vorkommenden Variablen gebunden sind.

Das zugehorige Entscheidungsproblem, ob eine QBF 1 erfillbar ist, heifst QBF. D. h.
Y ist erfillbar genau dann, wenn ¢ € QBF.

An dieser Stelle mochten wir darauf hinweisen, dass wir durch unsere Definition von
QBFs die Klasse aller moglichen quantifizierten Booleschen Formeln bereits einge-
schrankt haben, denn jede QBF ist nach unserer Definition bereits in pranexer Nor-
malform. Es ist allerdings mdglich eine beliebige quantifizierte Boolesche Formel in
polynomieller Zeit in prdnexe Normalform zu bringen ([Zol04]). Da alle hier betrach-
teten Losungsalgorithmen im Allgemeinen exponentielle Laufzeit haben, kénnen wir
etwaige vorangestellte polynomielle Umformungen vernachlissigen.

Definition 2. FEine Belegung 0 ist eine Zuweisung von Variablen xi,...,x, zu den
Wahrheitswerten falsch (0) oder wahr (1). Sei ¢ eine QBF und x1,...,x, die in
vorkommenden Variablen. Fir eine Beleqgung 6 ist 1[0] die Formel, in der alle in der
Belegung enthaltenden Variablen durch ihren zugewiesenen Wahrheitswert ersetzt wur-
den. Enthdlt 0 weniger als die in ¥ vorkommenden Variablen, so nennen wir 6 eine
partielle Belegung.

Im Folgenden fassen wir 6 als Menge von auf wahr gesetzten Literalen auf, in der
jede Variable entweder positiv oder negativ enthalten sein kann. Mdéchten wir die Zu-
weisungsreihenfolge der Literale in einer Belequng 6 = {l1,...,l,,} hervorheben, dann
beziehen wir uns auf das Tupel 6 = (L1, ..., 1ly), wobeii < j genau dann, wenn l; vorl;
in die Belegung aufgenommen wurde.



Direkt aus Definition [1| wird folgender Satz ersichtlich.

Satz 1. Jede aussagenlogische Formel ¢ ist logisch dquivalent zu einer QBF 1, d. h.
¢ = 1.

Beweis. Sei ¢ eine aussagenlogische Formel und zq,...,x, die in ¢ vorkommenden
Variablen. Dann ist die Formel

¢ =33,

dquivalent zu ¢, denn nach der Definition von Existenzquantoren gilt fiir eine beliebige
Belegung 6:
0=¢ < 0=z, -3z, ¢

]

Analog dazu, ist nun auch die Frage interessant, ob jede QBF auch als gewohnliche
aussagenlogische Formel dargestellt werden kann.

Satz 2. Jede QBF 1 ist logisch dquivalent zu einer aussagenlogische Formel ¢, d. h.
Y = ¢.

Beweis. Sei 1) eine QBF und ¢’ eine quantorenfreie aussagenlogische Formel. Wir be-
trachten folgende zwei Félle:

Fall 1: Sei Q) =V, dann gilt folgende Aquivalenz:
¢ = Q11’1,1Q19€1,2 T Qkxk,l T Qkxk,mk—le«rk,mk Qb/

= Q1$1,1Q1$1,2 o 'me e 'vxkz,mk—lvxk,mk ¢
= Qw11 VT Vo1 (O [Thmy ] A O[Tk, ])
= Q1x1,1 VT VT, -1 @"

mit ¢" = ¢'[Tgm,] A &[Tk, ]
Fall 2: Sei Q) = 3, dann gilt folgende Aquivalenz:
Y = Q19€1,1Q1$1,2 te Qkxk,l ce le’k,mlek%k,mk ¢/

= Q1$1,1Q1$1,2 s dwgg s 3xk i, — 13Tk m, ¢
=@z Ty 3Ty —1 (¢/[kak] \ Qb/[_‘xk,mk])
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In beiden Féllen ist ¢” eine gewohnliche aussagenlogische Formel. Wie man leicht
erkennen kann, ist es nun moglich durch sukzessives Anwenden der beiden oberen
Aquivalenzen eine QBF 1 in eine logisch #quivalente Formel ¢ umzuwandeln, die kei-
ne Quantoren mehr enthélt. Die so erhaltende Formel ¢ ist somit eine gewohnliche
aussagenlogische Formel.

]

Aus Satz [I] und [2] wird sofort der groBe Vorteil und Nachteil von QBFs ersichtlich. Der
Nachteil ist, dass mittels QBFs nur dieselbe Ausdrucksfiahigkeit wie bei gewohnlichen
aussagenlogische Formeln erreicht wird. Dennoch hat die zu einer QBF #quivalente
aussagenlogische Formel im Allgemeinen eine exponentielle Lange im Vergleich zur
urspriinglichen QBF. Diese Tatsache vermittelt somit die Notwendigkeit sich mit der
Suche nach moglichst effizienten Algorithmen, die QBF entscheiden, zu beschéaftigen.

Um auf bestimmte Stellen innerhalb des Quantorenprifix referenzieren zu koénnen,
bendtigen wir folgende Definition:

Definition 3. Sei ¢ eine QBF:
P = Qll’l,l te lel,ml T Qﬂ?zl T szlml T Qkiﬁk,mk o)

Die Zahl i bezeichnen wir als das Level einer Variable respektive eines Literals. Die
Variablen auf dem selben Level konnen wir zu disjunkten Mengen X; zusammenfassen,
so dass gilt:

QiX; = Qixi,l ce Qixi,mi
und damsit:

¢:Q1X1"'Qin"'Qka¢

Die Menge X; bezeichnen wir im Folgenden auch als die i-te Quantorenmenge.

Analog zu den eingefiihrten Notationen in Veroffentlichungen, die sich mit QBFs aus-
einander setzen (vgl. z.B. [ZM02], [LB09]), fithren wir hier folgende Schreibweisen ein.
Die zu einem Literal [ zugehorige Variable bezeichnen wir mit var(l). Das Level einer
Variablen x bezeichnen wir mit lev(z). Auf das Level eines Literals [ greifen wir analog
mit lev(l) := lev(var(l)) zu. Die Mengen der existenzquantifizierten und universell-
quantifizierten Variablen bezeichnen wir wie folgt:



Um die Quantifizierung eines Literals zu verdeutlichen, schreiben wir auch [ € Xg :=
var(l) € Xg mit @ = {3,V}. Den Wert einer Variable x, also dessen aktuelle Belegung,
erhalten wir durch val(x) mit val(xz) € {0,1, X}. Auf den Wert eines Literals [ greifen
wir analog zu:
val(l) = {val(v&r(l)), falls I = var(l),
—wal(var(l)), sonst

Des Weiteren fithren wir den unédren Operator ~ fiir Literale ein:

. {a:, falls var(l) = z und [ = -z,

-z, fallsvar(l)=zundl ==z

Somit ist sichergestellt, dass ~I ebenfalls ein Literal ist, also eine positive oder negative
Variable. Dies gilt fiir =/ nicht notwendigerweise, denn falls | = —x folgt - = ——x.

Im Bereich der SAT-Community hat sich durchgesetzt, aussagenlogische Formeln in
konjunktiver Normalform (KNF) zu betrachten und die entsprechenden SAT-Solver
dementsprechend zu spezialisieren. Eine aussagenlogische Formel ist in KNF, wenn
sie eine Konjunktion von Klauseln ist. Eine Klausel ist eine Menge von Literalen, die
disjunktiv miteinander verkniipft sind.

Auch bei der Entwicklung von QBF-Solvern wird diese Einschrinkung fast ausschlief3-
lich iibernommen. Wobei die erweiterte Syntax der QBF's einer erweiterten Normalform

bedarf:

Definition 4. Fine QBF v ist in pranezer konjunktiver Normalform (PKNF), wenn
sie in pranexer Normalform ist

und die aussagenlogische Formel ¢ in KNF ist. Da ¢ somit als Menge von Klauseln
aufgefasst werden kann, schreiben wir auch

¢:Q1X1"‘Qka {Kly"' 7Kn}

Die Zugehérigkeit einer Klausel K zu einer QBF v notieren wir auch mit K € .

Da diese Arbeit sich ausschliellich mit Moglichkeiten beschéftigt QBF zu entscheiden,
ist es ausreichend eine erfiillbarkeitsdquivalente QBF in PKNF zu einer beliebigen
QBF zu betrachten. Tseitin-Transformation bietet eine Moglichkeit, eine beliebige QBF
in polynomieller Zeit in eine erfiillbarkeitsdquivalente QBF in PKNF umzuwandeln
([Tse83], [GNTO6, S. 374]). Im Folgenden werden wir deswegen nur noch QBFs in



PKNF betrachten, d. h. wir schrinken den Begriff QBF nun ein auf alle QBF's
in PKNF.

Fiir die weiteren Betrachtungen miissen wir noch den Begriff der Tautologie einfiihren.
Eine Formel heifit Tautologie, wenn sie durch jede Belegung IThrer Literale zu wahr
evaluiert. Eine Klausel ist genau dann tautologisch, wenn sie ein Literal sowohl positiv
als auch negativ enthalt.

In [GNTO06, S. 374f.] wurde gezeigt, dass jede beliebige QBF, die keine tautologischen
Klauseln enthélt, in linearer Zeit zu einer QBF umgewandelt werden kann, deren Va-
riablen auf dem hochsten Level existenzquantifiziert sind. Also kann jede QBF zu einer
QBF umgewandelt werden, die die Form

Qle e QZXz tee Ele ¢ besitzt.

Der Grund fiir die Korrektheit dieser Umwandlung ist, dass die Literale der inners-
ten Quantorenmenge X, erst dann belegt werden diirfen, wenn alle anderen Literale
dieser Klausel bereits belegt sind. Betrachten wir eine solche Klausel K = {ly,..., [,
Lty -y lpmit by, ool € Xy U UXy g und Ly, .-, L, € Xi. Wenn die innerste
Quantorenmenge nun universell ist, also Q) = V, dann gibt es eine Belegung der Litera-
le l41, .-, ln, so dass alle diese Literale zu falsch evaluieren. Da die Literale lq, ..., [,
bereits belegt sein miissen, kann eine solche Klausel nur dann zu wahr evaluieren, wenn
es bereits ein Literal in [y, ..., [, gibt, das mit wahr belegt ist. Es ist also ausreichend,
die Erfiillbarkeit der Klausel K" = {l;, ..., [, } zu untersuchen, anstatt der von Klausel
K. Diese Uberlegungen wurden in [GNT06, S. 374] erweitert zu folgender Definition:

Definition 5. Fine Klausel ist in minimaler Form, falls thre Literale mit dem hochs-
ten Level existentiell sind. Die zu einer Klausel K minimale Form notieren wir mait
min(K). Fine QBF ist minimal, falls alle ihre Klauseln minimal sind.

Wie in |[GNTOG6, S. 374f.] bewiesen, ist jede QBF 1 dquivalent zu einer QBF ', wobei
)’ minimal ist. Aus ¢ kann ¢’ in polynomieller Zeit erhalten werden, indem alle tau-
tologischen Klauseln aus v entfernt werden und anschlieend alle universellen Literale
auf dem hochsten Level einer Klausel entfernt werden.

Im Folgenden mochten wir ein paar Besonderheiten von QBFs betrachten, die von
vielen QBF-Solvern ausgenutzt werden.



2.1. Einheitsklausel

In gewohnlichen aussagenlogischen Formeln ist eine Einheitsklausel eine Klausel, die
nur ein Literal enthélt. Eine Einheitsklausel kann also nur dann wahr werden, wenn das
beinhaltende Literal auf wahr gesetzt wird. Das Vorhandensein von Einheitsklauseln
ermoglicht es somit SAT-Solvern die Belegung eines Literals zu erzwingen und so den
Suchbaum zu beschneiden. Dieses Prinzip machen sich auch QBF-Solver zu nutze.

Definition 6. FEine nichttautologische Klausel K = {ly,...,l,} heifit Finheitsklausel,
wenn ly € X3, la, ..., 1, € Xy und lev(ly) < lev(l;) fir allei > 2.

Mithilfe von Definition [5|und den darauf folgenden Bemerkungen wird ersichtlich, dass
eine Einheitsklausel K wie in Definition [0] &quivalent zu einer gewdhnlichen Einheits-
klausel mit nur einem Literal ist.

Mittels Einheitsresolution (engl. unit propagation) kénnen wir also Belegungen von
Variablen erzwingen und somit den Suchbaum eines Losungsalgorithmus beschneiden.
Dazu weisen wir dem Literal [; (vgl. Def. [f]) den Wert 1 fiir jede Einheitsklausel K in
einer QBF ¢ zu.

2.2. Monotone Literale

Wie schon im Abschnitt erweitern wir auch in diesem Abschnitt eine Eigenschaft
von aussagenlogischen Formeln, die die Suche nach erfiillenden Belegungen beschleu-
nigen kann, auf QBFs. Monotone oder pure Literale sind in gewOhnlichen aussagen-
logischen Formeln Literale, die entweder nur positiv oder nur negativ in einer Formel
enthalten sind. Monotone Literale erzwingen also gewissermafien ihre Belegung, da es
nur sinnvoll ist sie mit wahr zu belegen, und beschneiden so den Suchbaum. Aufgrund
der unterschiedlichen Quantifizierung von Literalen in QBFs bedarf diese Definition
jedoch einer Erweiterung.

Definition 7. Fin Literal | heiffit monoton in einer QBF ¢ = Q1 X -+ Qr Xy ¢, falls
o |l c Xgund~l & ¢ oder

o lcXyundl ¢ ¢.

Wie in Definition [7] ersichtlich wird, &ndert sich fiir existenzielle Literale nichts im
Vergleich zur urspriinglichen Definition. Bei universellen Literalen [ erzwingen wir die



Belegung val(l) = 1, falls es nicht in der Formel vorkommt. Der Grund dafiir ist, dass
die zugehorige QBF nur dann erfiillbar sein kann, wenn auch bei der Belegung von [ mit
val(l) = 1 eine erfiillende Belegung fiir die aussagenlogische Formel ¢ gefunden wird.
Mit dieser Belegung tragt [ ndmlich nicht zur Erfiillbarkeit der Formel bei, wéhrend
eine Belegung mit val(l) = 0 i.A. Klauseln erfiillt.

Beispiel 1. Betrachten wir die QBF

Y =Vy3zy ((y1 V1) A (y1 V —xq))

In 4 ist das universelle Literal | := =y, monoton, dal & . Eine Belegung mit var(l) =
1 erfillt also keine Klausel. Ist es nun maoglich mit var(l) = 1 eine erfillende Belegung
0 zu finden, so ist die Belegung (0 \ {l}) U {~l} ebenfalls erfillbar.



3. Algorithmen

In diesem Kapitel wollen wir uns einige Algorithmen anschauen, die QBJF entschei-
den. Die hier vorgestellten Algorithmen basieren allesamt auf Ansétzen, die bereits
erfolgreich in SAT-Solvern getestet wurden.

3.1. Eine Erweiterung von DPLL auf QBFs

Einer der meist bekanntesten Algorithmen zum Losen von aussagenlogischen Formeln
ist DPLL ([DLL62]). Dies ist ein rekursiver Algorithmus, der mithilfe von chronologi-
schen Backtracking alle Belegungen durchprobiert. Die meisten heutigen Algorithmen
zur Untersuchung der Erfiillbarkeit von aussagenlogischen Formeln oder QQBF's basieren
auf diesem Ansatz.

Der fiir aussagenlogische Formeln giiltige DPLL Algorithmus ist relativ einfach auf
QBF's erweiterbar, indem die Quantifizierungsreihenfolge beachtet wird und untersucht
wird, ob fiir jede Belegung einer universell quantifizierten Variablen eine erfiillende
Belegung erzeugt werden kann. Betrachten wir fiir unsere Ausfithrungen folgende QBF.

Yy e VyeTxe ((y1 V 21 V —) A (2 V21 Vo) A (5 V —ya V x9)) (3.1)

In Abbildung ist der vollstdndige Suchbaum von QBF dargestellt. Anders
als bei gewohnlichen aussagenlogischen Formeln ist das Zertifikat, welches die Mit-
gliedschaft einer QBF zur Klasse der erfiillbaren QBFs QBF zeigt, nicht eine einzelne
erfilllende Belegung, sondern eine Menge von erfiillenden Belegungen ©. Wobei fiir je-
de Belegung {l1, ..., lk—1,lk, lkt1,- .., 1} € © mit lev(l;) < lev(l;) fur i < j gilt, dass
ol ~, U g, - 0} € © st falls var(l,) € Xy. D.h. die Lénge des Zertifi-
kats ist im Allgemeinen exponentiell lang in Bezug auf die zugehorige QBF. Dies ist
tatséchlich ein Problem, da fiir die meisten praktischen Instanzen Solver solche Zertifi-
kate nicht speichern kénnen und der Erfiillbarkeitstest somit nicht effizient verifizierbar
ist. Ein Beispiel fiir ein solches Zertifikat ist in Abbildung rot gekennzeichnet.

10



1 0 1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1] [0] 0] [0 [1]]o] o] (1] [o][1]

Abbildung 3.1.: Vollstéandiger Suchbaum fiir QBF 1) mit moglichem Zertifikat

Algorithmus 1 Q-DLL

Eingabe: QBF v, Belegung 6 // Aufruf durch Q-DLL(v, 0)
Ausgabe: True, falls ¢[0] erfiillbar, sonst False

1: if @ erfillt ¢ then return True end if

2: if 9[0] ist unerfiillbar then return False end if

// Einheits-Resolution
3: if Literal [ ist Einheitsliteral in ¢[f] then return Q-DLL(v, 6 U {l}) end if

// Elimination monotoner Literale
if Literal [ ist monoton in ¢ [¢] then return Q-DLL(v, 6 U {l}) end if

| < ERHALTENACHSTESLITERAL(%), 6)
if [ € X5 then
if Q-DLL(¢, 6 U{l}) then return True
else return Q-DLL(¢, 0 U {~[}) end if
else /] le Xy
10: if Q-DLL(¢, 6 U{l}) then return Q-DLL(¢, 6 U {~l})
11: else return False end if
12: end if

Algorithmus [1] zeigt ein Beispiel eines leicht erweiterten DPLL-Algorithmus fiir QBFs
wie er unter anderem in [GNT06, S. 380] vorgestellt wurde. Dieser Algorithmus besitzt
die Méglichkeit den Suchbaum zu beschneiden, indem er Einheits-Resolution (Zeile (3))

11



und Elimination monotoner Literale (Zeile [4]) durchfiihrt. Beide Erweiterungen kénnen
die Laufzeit deutlich verbessern. In Zeile [9) wird der Unterschied zu einem gewdhnlichen
DPLL Algorithmus deutlich, da fiir universell quantifizierte Variablen beide Entschei-
dungen zu einer erfiillenden Belegung fithren miissen. Fiir den Moment gehen wir nicht
niher auf die Funktionsweise der Methode ERHALTENACHSTESLITERAL ein, setzen
jedoch voraus, dass diese die Abhéangigkeiten aufgrund der Quantifizierung beachtet.

Abbildung 3.2.: Ein Beispiel fiir einen von Algorithmus [1f aufgespannten Suchbaum fiir

die QBF

In Abbildung ist ein moglicher Suchbaum dargestellt, der den Ablauf von Algo-
rithmus (1| am Beispiel von QBF verdeutlichen soll. Der Suchbaum konnte offen-
sichtlich aufgrund der beiden eingefiihrten Erweiterungen deutlich beschnitten werden.
Belegungen, die aufgrund von Einheitsresolution erzwungen wurden, sind mit einem
E markiert. Belegungen, die wiederum aufgrund dessen erzwungen wurden, dass das
Literal monoton ist, sind mit einem M markiert.

3.2. Ein Versuch die Effizienz von SAT-Solvern zu
integrieren

Als néchstes wollen wir den Algorithmus EVALUATE vorstellen [CSGG02]. Dieser Al-
gorithmus nutzt ein paar niitzliche Beobachtungen an QBFs aus, die den Erfiillbar-
keitstest beschleunigen kénnen. Sein Hauptanliegen ist es jedoch, das vorliegende Ent-
scheidungsproblem auf SAT zu reduzieren.
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Algorithmus 2 EVALUATE

Eingabe: QBF ¢, Belegung 0 // Aufruf durch EVALUATE(v), 0)
Ausgabe: True, falls ¢[0] erfiillbar, sonst False

1: 1) <= ENTFERNETAUTOLOGIEN(%), 0)

2: if X; C X5 then return ¥_EVALUATE(¢), 60)

3: else return II_EVALUATE(¢, 0) end if

Algorithmus [2] zeigt den Grundaufbau von EVALUATE. Dieser besteht im Wesentli-
chen aus den zwei Unterfunktionen II_EVALUATE (Algorithmus [3) und ¥_EVALUATE
(Algorithmus , Anhang . Um die Korrektheit dieser Unterfunktionen sicherzustel-
len, ist es notwendig sdmtliche tautologischen Klauseln aus der iibergebenen QBF zu
entfernen. Die Funktion [I_EVALUATE behandelt den Fall, dass die unbelegten Varia-
blen mit dem niedrigsten Level universell sind. Die Funktion >_EVALUATE behandelt
dementsprechend den Fall, dass diese Variablen existentiell sind. Da sich diese beiden
Funktionen praktisch nur bei der Behandlung einer eventuellen Verzweigung unter-
scheiden, erkldren wir im Folgenden deren Funktionsweise am Beispiel der Funktion
[I_EVALUATE.

Algorithmus 3 [I_EVALUATE

Eingabe: QBF ¢, Belegung 0 mit ¢[0] = VX, ... QX {K1, ..., K,}
Ausgabe: True, falls ¢[0] erfiillbar, sonst False

1 if K;N Xy =0 fiir alle i = 1...n then return SAT(¢, 0) end if

2: ) ENTFERNEALLEUNIVERSELLENLITERALE(w, 0)

3: if SAT(¢/, 0) then return True end if

4: while Es gibt ein [ € X; mit [ € 6 do

5: if 0 erfiillt ¢ then return True end if

6: if 1[0] ist unerfiillbar then return False end if

7 if Es existiert K € 1[f] mit K C Xy then return False end if

8: if Literal [ ist Einheitsliteral in ¢[f] then 0 < 0 U {l}

9: else if Literal [ ist monoton in ¢[f] then 6§ < 0 U {i}
10: else if Es gibt eine paarweise Widerlegung durch K, K’ € ¢[f] then
11: return False

12: else

13: | + ERHALTENACHSTESLITERAL(), 0)

14: if II_EVALUATE(¢), 0 U {l}) then return II_EVALUATE(¢), 0 U {~{})
15: else return False end if
16: end if
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17: end while
18: return X _EVALUATE(v), 0)

In Algorithmus [3| wird zuerst untersucht, ob in der Matrix der Formel ¥[6] lediglich
existentielle Literale vorkommen (Zeile[I)). In diesem Fall vereinfacht sich das Problem
zu SAT und es ist ausreichend eine erfiillende Belegung zu finden. Dies geschieht
durch den Aufruf der Methode SAT, welche einen beliebigen SAT-Solver (z.B. DPLL)
nutzt, um die Erfiillbarkeit der Matrix {Kj,..., K,} zu priifen. AnschlieBend wird
die Formel ' konstruiert, indem alle Vorkommen von universellen Literalen aus der
Formel ¢ entfernt werden. Wenn nun bereits ¢ erfiillbar ist (Zeile [, dann ist ¢
trivial erfillbar (JCSGGO02, S. 107]). Eine QBF ¢ heifit trivial erfillbar, wenn es eine
partielle Belegung ¢ C X3 gibt, die v erfiillt. D.h. die QBF 1 ist selbst dann noch
erfiillbar, wenn alle universellen Literale mit falsch belegt werden. Der Umkehrschluss
ist jedoch im Allgemeinen nicht korrekt. Z.B. ist die QBF Vy3x {{y,z}, {—y, ~2}}
erfiillbar, wohingegen Vy3x {{z},{—-x}} unerfiillbar ist.

Ob eine Belegung 6 eine QBF ¢ falsifiziert, also die Formel ¢[f] unerfiillbar ist, konnen
wir im einfachsten Fall analog zu der Unerfiillbarkeit einer aussagenlogischen Formel
in KNF priifen, d. h. ¥[f] ist unerfiillbar, wenn eine leere Klausel {} in ¢[f] enthalten
ist. Nun konnen wir aber mithilfe von Definition [5f und den anschlieBenden Bemerkun-
gen ein weiteres Kriterium zur Priifung der Unerfiillbarkeit einer QBF 1 entwickeln.
Eine QBF ¢ ist unerfiillbar, wenn sie eine Klausel K enthélt, die lediglich universell
quantifizierte Literale enthdlt (JCSGG02, S. 106]). In diesem Fall muss es eine Bele-
gung dieser Literale geben, die die Klausel falsifiziert. Zu beachten ist hierbei, dass
alle tautologischen Klauseln bereits zu Beginn von Algorithmus [2| entfernt wurden. Die
Anwendung dieses Kriteriums findet in Zeile [7] statt.

In [CSGGO2, S. 111] wurde ein weiteres Kriterium eingefiihrt, um die Unerfiillbar-
keit einer QBF 1 zu priifen. Dazu betrachten wir die zwei Klauseln {P;,z,Q;} und
{P27_‘:U’Q2} mit xr € Xg, Pl,PQ,Ql,QQ - Xv und fiir [ € P1 gllt ~l g P27 deren
Literale aufsteigend nach ihrem Level sortiert sind. Wenn P; und P; leer sind, dann
handelt es sich um zwei Einheitsklauseln, wobei eine Belegung des ersten Literals jeweils
eine der beiden Klauseln falsifiziert. Falls P, und P nicht leer sind, dann gibt es eine
Belegung, die P, und P, falsifiziert, da beide ausschlieBlich aus universellen Literalen
bestehen. In diesem Fall, erhalten wir erneut zwei Einheitsklauseln, die sich gegenseitig
widerlegen. Andersherum ist moglich zu argumentieren, dass eine Belegung von x eine
Klausel ausschliellich aus universellen Literalen entstehen ldsst, welche nach obigen
Ausfiihrungen die Formel falsifiziert. Das Vorkommen solcher Klauseln bezeichnen wir

als paarweise Widerlegung (Zeile ciner QBF 1.
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Wenn die Erfiillbarkeit von ¢[f] noch unbekannt ist und keine Implikationen (Einheits-
resolution, Elimination monotoner Literale) ausgefithrt werden konnten, verzweigen
wir anhand eines unbelegten Literals [. Wichtig ist hierbei, dass die Funktion ERHAL-
TENACHSTESLITERAL nur Literale liefert, die zu dem niedrigsten Level mit unbelegten
Literalen gehoren.

Die von der Laufzeit her gesehen kritischsten Stellen dieses Algorithmus sind die Zeilen
und [3 Zeile 3] wird bei jedem Aufruf von II_EVALUATE und X_EVALUATE ausgefiihrt
und fithrt nur dann zum Erfolg, wenn das Problem auf SA7T reduzierbar ist. Aus
diesem Grund héngt die Laufzeit dieses Algorithmus massiv von der Effizienz des un-
terliegenden SAT-Solvers und der jeweiligen Instanz ab.

3.3. Nicht-chronologisches Backtracking mithilfe von
Klausel- und Monom-Resolution

Im Folgenden wollen wir uns mit Moglichkeiten beschéftigen, den in Abschnitt
eingefithrten Algorithmus zu erweitern, um unnotige Rechenschritte moglichst einzu-
sparen. In diesem Abschnitt betrachten wir insbesondere ein in [GNT06] eingefiihrtes
Verfahren, um ein nicht-chronologisches Backtracking (auch Backjumping genannt) in
den Algorithmus [I] zu integrieren. Wir wollen die Idee zunéchst anhand von Beispielen
verdeutlichen.

3$1vy13$2 {{_'yla x2}7 {_'yh _'x2}7 {xlv Y1, xQ}? {_‘Il, U1, I‘Q}} (32)

Die ersten zwei Klauseln von QBF sind offensichtlich unerfiillbar, d. h. QBF ist
unerfiillbar, unabhéngig von der Belegung der Variable z;. Algorithmus [1| wiirde auf-
grund der Quantifizierungsreihenfolge zuerst die Variable z; mit einem Wert belegen.
Sobald sich herausstellt das dieser Zweig unerfiillbar ist, wiirde er x; mit einem anderen
Wert belegen und den ganzen resultierenden Zweig erneut untersuchen. Es wére also
von Vorteil einen Algorithmus zu entwickeln, welcher erkennt, dass die Unerfiillbarkeit
dieses Zweiges unabhéngig von einer Entscheidung zu Beginn dieses Zweiges ist. Ver-
schiedene Ansétze, um dies zu realisieren, wurden schon in vielen SAT-Solvern getestet.
Bei QBFs lisst sich diese Idee sogar noch erweitern. Wenn eine Entscheidung an einem
universellen Knoten zu einem erfiillbaren Zweig gefiihrt hat, ist es notwendig die Be-
legung des Knotens zu negieren und den resultierenden Zweig erneut auf Erfiillbarkeit
zu untersuchen. Auch hier kann es vorkommen, dass die Erfiillbarkeit des Zweiges un-
abhéngig von der Entscheidung zu Beginn des Zweiges ist.
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Yy Yy 3z {{—y1, w2, 21}, {01, vo, ~o1 b, {yn, e, 21 b, {vn, ye, 21 b} (3.3)

QBF [3.3]ist erfiillbar durch das Zertifikat © = {{—y2, 721}, {y2, z1}}, also unabhéngig
von der Belegung der universellen Variable y;. Doch Algorithmus[I] wiirde erneut zuerst
anhand der Variable y; verzweigen und beide Zweige untersuchen. Es ist also notwen-
dig ein Verfahren zu entwickeln, welches anhand bekannter Informationen entscheiden
kann, ob die Erfiillbarkeit eines Zweiges bekannt ist. Wir wollen ein solches Verfahren
analog zu |[GNTO6] basierend auf Resolution vorstellen.

Resolution ist ein Widerlegungsverfahren fiir aussagenlogische Formeln in KNF, d.h.
die Unerfiillbarkeit von Formeln kann mithilfe von Resolution bewiesen werden [Vol13].
Die Idee dabei ist, dass die Belegung eines Literals, das in einer Klausel positiv vor-
kommt und in einer anderen negativ, nur eine Klausel jeweils erfiillen kann. D. h. in der
Menge der iibrigen Literale der beiden Klauseln muss noch mindestens ein Literal wahr
werden. Ist dies nicht moglich, dann wurde die Formel widerlegt, da mindestens eine
Klausel nicht erfiillt werden kann. Um also eine Formel zu widerlegen, muss sukzessi-
ve die leere Klausel {} mithilfe von Resolution aus der urspriinglichen Klauselmenge
abgeleitet werden. Dieses Verfahren wurde in [BKEF95| auf QBFs erweitert. Um die
Korrektheit der folgenden Aussagen zu garantieren, betrachten wir von nun
an nur noch QBFs in minimaler Form, die keine Tautologien enthalten.

Definition 8. Seien K U{l} und KyU{~l} Klauseln mitl € X3, wobei es kein Literal
" gibt mit I € Ky und ~l' € Ky. Die KResolution(K, U {l}, Ky U{~l}) ist gegeben als

K,U{l} KyU{~l}
min(K; U Ks)

Wie in Definition [§] zu erkennen ist, lassen wir keine Tautologien als Resolventen zu.
Dies dient lediglich dem besseren Verstdndnis. Wie in [Zha02] bewiesen wurde, ist
KResolution auch ohne diese Einschrinkung widerlegungsvollsténdig.

Beispiel 2. Betrachten wir eine mdogliche Resolutionswiderlequng der QBF[3.3.

{ﬁyl,@} {ﬁyl, ﬁm}

min({-y:}) = {}

Aufgrund des Vorhandenseins von universell quantifizierten Literalen, bieten QBFs
auch die Moglichkeit eine neue Art der Resolution einzufiihren. Dazu betrachten wir
QBFs in PDNF. Eine aussagenlogische Formel ist in DNF, wenn sie eine Disjunkti-
on von Monomen ist, wobei ein Monom eine Menge von Literalen ist, die konjunktiv

16



miteinander verkniipft sind. Analog zu QBFs in PKNF ist eine QBF in PDNF, wenn
sie in prianexer Normalform ist und ihr préafixfreier Teil in DNF ist. Da PSPACE ab-
geschlossen ist beziiglich des Komplements, ist das Erfiillbarkeitsproblem fiir QBF's
in PDNF auch PSPACE-vollsténdig ([CmBLMO05]). Betrachten wir zwei Monome M,
und My, wobei ein universelles Literal [ in dem einen Monom positiv und in dem an-
deren negativ vorkommt. Zwangslaufig ist durch eine Belegung von [ eines der beiden
Monome unerfiillbar. D. h. es geniigt das Monom (M; U M) \ {l,~l} anstelle von M,
und M, zu betrachten, wenn die Erfiillbarkeit dieser Monome untersucht wird. Mit-
hilfe dieser Beobachtungen ist es mdoglich, eine neue Art der Resolution zu entwickeln,
sodass eine Formel erfiillbar sein muss, falls das leere Monom {} mithilfe einer solchen
Monom-Resolution abgeleitet werden kann. Bevor wir jedoch diese in [GNT0G, S. 377f]
eingefiihrte Resolution formal einfiihren, miissen wir uns noch ein paar Eigenheiten von
Monomen ansehen. Ein Monom M heifit widerspriichlich, wenn es ein Literal [ gibt,
mit [, ~ € M. Ein Monom M heifit minimal, falls dessen Literale auf dem hochsten Le-
vel existenzquantifiziert sind. Auch hier gilt, dass jedes nicht widerspriichliche Monom
dquivalent zu einem minimalen Monom ist ([GNT0G, S. 377]), da eventuelle existentielle
Literale auf dem hochsten Level eines Monoms immer mit wahr belegt werden kénnen,
wenn alle vorherigen Literale bereits mit wahr belegt sind. Und auch hier gilt analog,
dass wir von nun an nur noch minimale Monome betrachten, die nicht widerspriichlich
sind.

Definition 9. Seien M;U{l} und MyU{~l} Monome mitl € Xy, wobei es kein Literal
' gibt mit ' € My und ~l' € My. Die MResolution(M, U{l}, My U{~l}) ist gegeben als

MyU{l} MyU{~l}

MResolution angewandt auf QBFs in PDNF ist erfiillbarkeitsvollstindig ([GNTO6, S.
377]), d. h. eine QBF in PDNF ist genau dann erfiillbar, wenn das leere Monom {} mit-
tels MResolution aus ihrer urspriinglichen Monommenge abgeleitet werden kann. Doch
wie konnen wir dieses Verfahren nutzen, um die Erfiillbarkeit von QBFs in PKNF zu
untersuchen. Dazu nutzen wir das Verfahren der Modellgenerierung ([GNT06, S. 378]),
d. h. wir entwickeln aus erfiillenden Belegungen Monome, so dass die Schnittmenge von
allen Klauseln unserer Formel mit diesem Monom nicht leer ist.

Definition 10. Ein Uberdeckungsmonom M einer QBF

¢:Q1X1"'Qka {Kl,-u,Kn}

ist ein nicht widersprichliches Monom mit der Eigenschaft M N K; # 0 fiir alle i =
1...n und var(l) € X3 U Xy firl € M. Die Erzeugung eines Uberdeckungsmonoms
heifst Modellgenerierung.

17



MResolution in Kombination mit Modellgenerierung ist erfiillbarkeitsvollstandig fiir

QBFs in PKNF ([GNT06], S. 378]).

Beispiel 3. Betrachten wir erneut (QBF und dessen in Abbz’ldung markiertes
mogliches Zertifikat. Da QBF valide ist, muss aus thr das leere Monom {} mithilfe
von MResolution in Kombination mit Modellgenerierung ableitbar sein. Dazu miissen
wir eine Menge von Monomen generieren, die jeweils den Figenschaften des Monoms
M aus Definition (10 gerecht werden. Eine solche Menge leiten wir aus dem Zertifikat
fiir QBF ab, welches aus den Belequngen

{{3/17 L1, Y2, 352}, {yla T1, Y2, 1'2}, {_‘yl, T1, Y2, $2}, {_‘yla T1, Y2, 372}}

besteht. Wenn wir diese Literalmengen nun nicht mehr als Belequngen auffassen, son-
dern als Monome My, ..., My, dann haben wir die gesuchte Menge gefunden. Denn
jedes Monom My, ..., My entsprach urspringlich einer Belegung, die die Matriz von
QBF erfillt, somit qilt fiir alle Klauseln K € QBF , dass M; N K # 0 fiir
i = 1...4. Mithilfe der Minimalformen von M, ..., My ist nun folgende Resolutions-
ableitung maglich.

v, rnye} vy, —wet {oynon 9} {-y 21, e}
min({y1, x1}) = {1} min({-y1, v1}) = {-y1}

Anmerkung: (QBF ist bereits trivial erfillbar (vgl. Abschnitt durch die Be-
legung 0 = {x1,x2}. Somit ist auch {{x1,x2}} eine nach obigen Bemerkungen giiltige
Monommenge, denn min({xy,z2}) = {}.

Nun gilt es die Frage zu erldutern, wie die eingefithrten Verfahren genutzt werden
konnen, um Algorithmus [I] zu erweitern. Zur Beantwortung dieser Frage greifen wir
auf die Erkenntnis zuriick, dass ein Durchlauf von DPLL mit einer unerfiillbaren aus-
sagenlogischen Formel einer baumartigen Resolutionswiderlegung entspricht ([BKS04]).
Dazu assoziieren wir mit jedem Blatt im DPLL-Suchbaum eine durch die aktuelle Be-
legung unerfiillbare Klausel. Durch sukzessive Anwendung von Resolution kénnen wir
so jedem Knoten eine Resolvente zuweisen, so dass der Wurzel die leere Klausel genau
dann zugewiesen wird, wenn die Eingabeformel unerfiillbar ist.

Beispiel 4. Betrachten wir die unerfillbare aussagenlogische Formel

¢ = {{z1, 22}, {@1, 722}, {—21, 22}, {21, ~22 }}

Aufgrund der Unerfiillbarkeit von ¢ muss es moglich sein, die leere Klausel abzuleiten.
In Abbz’ldung ist der Suchbaum von DPLL mit Fingabeformel ¢ abgebildet. Jedem

18



T T

RN 0

To Ta T3 L2
{1} {1} {21} {1}
1/ \O 1/ \O arian) | | (o e}
0 0 0 0 0 0
{_'$17_'I2} {_'371>$2} {1‘1,_‘1’2} {$1,$2} {_'96‘17_@2} {Ila_'xQ}
(a) DPLL (b) DPLL mit Einheitsresolution

Abbildung 3.3.: Suchbiume verschiedener DPLL-Algorithmen mit eingezeichneter Re-
solutionswiderlegung der in Beispiel [4] behandelten aussagenlogischen
Formel

unerfillbaren Blatt wurde eine Klausel aus der urspringlichen Matriz zugewiesen (in
blau), so dass diese unter der aktuellen Belequng widerlegt ist. Durch Resolution mit
dem direkt benachbarten Knoten wird dem Elternknoten erneut eine widerlegte Klausel,
die Resolvente, zugewiesen, bis die leere Klausel abgeleitet wurde. Ein Suchbaum eines
erweiterten DPLL Algorithmus, der Implikationen wie Einheitsresolution zuldsst, ist in
Abbildung dargestellt. Wenn eine Belequng durch eine Einheitsklausel erzwungen
wird, wird deren urspringliche Klausel mit der erzwungenen Belegung assoziiert. Im
linken Zweig geschieht dies zum Beispiel durch die Einheitsklausel {xs}, welche mit-
hilfe der aktuellen Belequng aus der urspringlichen Klausel K = {—x1, x5} gewonnen
wurde. Dem anschlieffenden Blatt wird nun die unerfillbare Klausel K' = {—x1, ~xs}
zugewiesen. Da diese das negierte Einheitsliteral enthdlt, ist es notwendig K' und K
zu resolvieren, um sich dieses Literals zu entledigen.

Auch ein erweiterter DPLL-Algorithmus, der Implikationen wie Einheitsresolution und
Detektion monotoner Literale zulésst, mit einer unerfiillbaren Formel als Eingabeformel
stellt eine Resolutionswiderlegung dar. Betrachten wir die Fille einzeln. Angenommen
cine Belegung 6 U {I} wird durch eine Einheitsklausel K[f] = {l} erzwungen. Dann
miissen alle Literal [ # I’ € K mit falsch belegt sein (val(l’) = 0). D.h. die Belegung
OU{~1} fithrt zu einem unerfiillbaren Blatt, welches die Klausel K zugewiesen bekommt.
Aufgrund dessen assoziieren wir direkt eine Belegung 6, deren néchste Zuweisung durch
eine Einheitsklausel K[f] erzwungen wird, mit der Klausel K. Bei monotonen Literalen
[ nutzen wir aus, dass bei einer Belegung dieser mit val(l) = 1 das Literal ~[ nicht Teil
einer unerfiillbaren Klausel sein kann und es von daher nicht nétig ist ~[ aus einer
unerfiillbaren Klausel heraus zu resolvieren.

19



Dieses Konzept erweitern wir nun analog zu [GNT06, S. 378ff.] auf Q-DLL. Dazu
weisen wir den erfiillten Bléattern im Q-DLL-Suchbaum Monome und den unerfiillten
Klauseln zu. Wir konnten nun zuerst denselben Ansatz wie oben machen und den
unerfiillten Blattern eine Klausel zuweisen, in der jedes Literal zu falsch evaluiert.
Da wir bei Klauseln jedoch nur existentielle Literale resolvieren, kénnen wir uns zu
Nutze machen, dass eine nicht-tautologische Klausel bereits dann widerlegt ist, wenn
alle existentiellen Literale in ihr mit falsch belegt sind (vgl. Abschnitt . Es ist also
ausreichend, ein unerfiilltes Blatt mit einer falsifizierten Klausel zu belegen.

Definition 11. Eine Klausel K heifst falsifizierte Klausel unter der Belequng 60, wenn
sie minimal und nicht tautologisch ist und fir alle Literale | € K gilt:

o fallsl € X3= ~l €0 und

o fallsle Xy=1¢&80.

Somit ist implizit sichergestellt, dass eine falsifizierte Klausel K keine existentiellen
Literale enthilt, deren Negation als monoton zugewiesen wurden. Zur Verdeutlichung
dieser Tatsache betrachten wir das monotone Literal [ € X3 in einer QBF ¢[#]. Falls es
eine Klausel K’ € 9 gibt mit ~/ € K’, dann muss es ein [’ € K’ geben, so dass I’ € 0,
anderenfalls wére [ nicht monoton in ¢[f]. D.h. es kann keine falsifizierte Klausel
K € ¢[¢] entstehen mit § C ¢, ~l € K und " ¢ 0 fiir alle I’ € K. Das monotone
Literal [ selbst kann trivialerweise nicht Element einer falsifizierten Klausel sein, da es
mit wahr belegt wird.

Nun ist es fiir das weitere Vorgehen, wie wir spéter sehen werden, essentiell zu wissen,
ob eine KResolution von zwei falsifizierten Klauseln K;, K~; anhand eines Literals [
geblockt werden kann durch Literale I" mit var(l’) # var(l), I € K; und ~l' € K.

Satz 3. Die KResolution zweier falsifizierter Klauseln K1 U{l} und KoU{~l} kann nur
aufgrund von unbelegten universellen Literalen Iy, ..., 1, € K;i geblockt werden, wenn
~lyy .o~y € Ky und ly, ... 1 ein niedrigeres Level haben als ein existentielles Literal
~lp € Ky, wobei lg als Einheitsliteral zugewiesen wurde.

Beweis. Sei 0 eine partielle Belegung und K;, K zwei unter 6 falsifizierte Klauseln.
Betrachten wir die KResolution der Klauseln K7U{l/} und KyU{~{} anhand des Literals
[. Sei I’ ein Literal, das diese KResolution blockt, also var(l') # var(l), ' € K; und
~l" € K,. Angenommen " wire existentiell. Dann miisste ~I” € # sein nach Definition
Da ~I' € K, ist, wire Ky keine falsifizierte Klausel unter der Belegung 6. Dies ist
ein Widerspruch zu der Annahme, dass K falsifiziert sei unter 6. Das Literal I’ kann
also nicht existentiell sein.
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Angenommen [’ sei bereits mit einem Wert belegt, also I’ € § oder ~I' € 0. Dal' € K,
und ~I' € Ky wire somit die Klausel K, oder Ky zwangslaufig erfiillt. Dies ist erneut
ein Widerspruch zur Annahme und zeigt, dass I’ unbelegt sein muss. Da K und K, als
falsifizierte Klauseln in Minimalform sind, muss deren Literal mit dem jeweils hochsten
Level existentiell sein. Betrachten wir die Klausel Ky = {...,l',... ~lg}. Sei ~lp € X3
das Literal mit dem hochsten Level in K, insbesondere also lev(l') < lev(~lg), da
I' € Xy. Da ~lp existentiell ist, muss gelten, dass [z € 0. Dies bedeutet insbesondere,
dass die Belegung des Literals [z impliziert wurde, da das Literal I’ ansonsten aufgrund
der Quantifizierungsreihenfolge zuerst belegt worden wére. Da, wie oben erldutert,
monotone Literale und deren Negation nicht in falsifizierten Klauseln auftauchen, muss
lr ein Einheitsliteral sein. O

Wie Satz |3| zeigt, miissen wir vor einer KResolution zweier unter der Belegung 6 falsi-
fizierter Klauseln K; und K5 erst die blockierenden universellen Literale, in beispiels-
weise K, loswerden. Dies tun wir indem wir uns jeweils des Einheitsliteral auf dem
hochsten Level der Klausel K entledigen, solange bis alle blockierenden Literale ent-
fernt wurden. Nehmen wir also an, dass K7 = {l1,...,l,...,~lg} mit lev(l;) < lev(l;)
fiir « < j, wobei [, ein unbelegtes universelles Literal ist mit ~[;, € K5 und ~lg € X35 mit
lev(l;) < lev(~lg). Das Literal | muss laut Satz [3]ein Einheitsliteral sein und damit ist
0 =0 U{lg}Ub" wobeiin # alle Literale sind, die vor Ig zugewiesen wurden. Sei Kg
die zugehorige Einheitsklausel. Wir wissen, dass Kg unter der Belegung 0’ U{~Ig} eine
falsifizierte Klausel sein muss. Auflerdem wissen wir, dass es in Kz keine unbelegten
universellen Literale I’ mit lev(l') < lev(lg) gibt (vgl. Def. [6)). Sollte es blockieren-
de universelle Literale I" mit lev(l") > lev(lg) geben, dann muss es ein existentielles
Literal " geben mit lev(l") < lev(l"”), dessen Belegung auch durch Einheitsresolution
impliziert wurde (monotone Literale sind in falsifizierten Klauseln nicht enthalten; alle
betrachteten Klauseln sind in Minimalform), d.h. aber auch, dass es eine erste solche
Einheitsklausel geben muss, so dass keine Blockierungen bei einer KResolution mit
dieser auftreten. Durch sukzessive Resolution konnen somit die Blockierungen bei der
KResolution von K; und Kp aufgelost werden. Da Kp \ {l{g} bereits unter der Be-
legung ¢’ falsifiziert ist, ist der Resolvent K7 := min((K; U Kg) \ {lg,~lg}) unter 6
ebenfalls eine falsifizierte Klausel. Falls es in K] noch immer existentielle Literale I
mit lev(l;) < lev(l);) gibt, dann entledigen wir uns dieser existentiellen Literale I, auf
derselben Weise, bis alle solche Literale entfernt sind und das blockierende Literal I
aufgrund der Minimalform ebenfalls herausfillt. Dieses Verfahren ist in Algorithmus [4]

dargestellt ([GNTO06, S. 388]).

Algorithmus 4 ERWEITERTEKRESOLUTION

Eingabe: QBF 1, Belegung 0, Klausel K, Klausel Ky
Ausgabe: Resolvent K von K; und K> unter Beriicksichtigung blockierender Literale
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// K1 und K5 miissen unter der Belegung 6 falsifizierte Klauseln sein
1: if Es existiert [ € K; mit [ € Xy und ~l € K, then

2: | < ERHALTELITERALMITHOCHSTENLEVELINKLAUSEL(K)
3: ¢’ < ERHALTEBELEGUNGSPAFIX(f, ~I)

4: Kpg < ERHALTEZUGEHORIGEEINHEITSKLAUSEL(?), 0', ~)

5: K{ <~ KRESOLUTION(K7, Kg)

6: return ERWEITERTEKRESOLUTION(¢), 0, K, K5)

7: else

8: return KRESOLUTION(K, K>)

9: end if

In Zeile 1] von Algorithmus [4] wird iiberpriift, ob es ein blockierendes Literal gibt. Falls
ja, dann muss es nach Satz |3| ein existentielles Literal [ in K; geben, das ein héheres
Level als alle anderen Literale in K7 hat und dessen Negation als Einheitsliteral zu-
gewiesen wurde. Auf dieses Literal [ greifen wir mittels der Funktion ERHALTELITE-
RALMITHOCHSTENLEVELINKLAUSEL zu. Um dessen zugehorige Einheitsklausel Kg
zu finden, bendtigen wir die Belegung €', in der alle Literale sind, die vor [ zugewiesen

wurden (Zeile [3). Des Literals [ entledigen wir uns anschliefend mithilfe von Kp in
Zeile Bl

Wir haben nun alle benotigten Grundlagen, um Q-DLL um KResolution zu erweitern.
Dazu weisen wir jedem unerfiillten Blatt eine falsifizierte Klausel nach Definition
aus der urspriingliche Matrix zu. Betrachten wir einen inneren Knoten pg im Q-DLL-
Suchbaum der QBF . Der Knoten py besitzt die partielle Belegung 6 und ist der
Entscheidungsknoten des Literals [, er besitzt also die beiden Kinderknoten pgygy und
poug~y- Nehmen wir an, dem Knoten pguq; sei die falsifizierte Klausel K; und dem
Knoten pgug~y die falsifizierte Klausel K~; zugewiesen. Nach welchen Regeln kénnen
wir nun dem Knoten py eine unter der Belegung 6 falsifizierte Klausel K zuweisen?

K1: Sei~l € K;:
Da K; eine falsifizierte Klausel unter der Belegung 6 U {l} ist und ~I ¢ K, muss
K auch eine falsifizierte Klausel unter der Belegung 0 sein. Wir weisen also dem
Knoten py die Klausel K; zu.
(Analog: Wenn [ ¢ K, dann ist K := K+, eine giiltige Zuweisung.)

K2: Sei~l € K;und [ € Xy:
In diesem Fall miissen wir beachten, dass fiir alle universellen Literale I’ in einer
falsifizierten Klausel K’ unter der Belegung 6’ gelten muss, dass I’ € ¢'. Fiir das
Literal ~/ in der Klausel K; gilt diese Bedingung sowohl unter der Belegung 6U{(},
als auch unter der Belegung 6. Somit ist es erneut ausreichend, dem Knoten py
die Klausel K; zu zuweisen.
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K3: Seil € X5 und [ monoton in 9[f]:
Nach den obigen Bemerkungen kann ~[ nicht in der falsifizierten Klausel K; ent-

halten sein. Damit behandeln wir diesen Fall analog zu Fall [KI] und weisen py die
Klausel K zu.

K4: Sei~l € K;, 1 € K+, |l € X5 und sei die Belegung von [ nicht impliziert:
Wir weisen dem Knoten py den Resolventen der falsifizierten Klauseln seiner
Kinderknoten zu, also K := ERWEITERTEKRESOLUTION(K;, K~;). Damit ist
sichergestellt, dass K ebenfalls unter der Belegung 6 falsifiziert ist, da K C
(KiUK )\ {l,~} und K;\{~l} (bzw. K~;\ {l}) unter der Belegung 6 falsifiziert

1st.

K5: Sei~l € Kj, | € X5 und [ ist Element einer Einheitsklausel K'[0] € ¢[0]:
Sei K'[0] = {l,l4,...,1,} eine Einheitsklausel nach Definition [6| Die Belegung
O U{~1} fiithrt zwangsldufig zu einer Falsifikation der Klausel K’. Wir kénnen also
direkt dem Knoten py¢~yy die Klausel K~; := min(K’) zuweisen. Um sich nun des
Literals ~l der Klausel K; zu entledigen, resolvieren wir K; mit K~; und weisen
den Resolventen dem Knoten py zu, also K := ERWEITERTEKRESOLUTION(K],
K~;). Der Resolvent K ist eine falsifizierte Klausel (vgl. [K4).

Hinweis: Zu beachten ist, dass [ ¢ K; und ~l ¢ K~;, da beide Klauseln unter den
Belegungen 6 U {l} bzw. 6 U {~{} falsifiziert sind.

Damit haben wir Q-DLL um ein widerlegungsvollstéindiges Resolutionsverfahren er-
weitert, d. h. ein so modifizierter Algorithmus liefert genau dann Falsch als Ausgabe,
wenn er aus den falsifizierten Bléttern die leere Klausel {} ableiten konnte ([GNTQG,
S. 394]).

Beispiel 5. Betrachten wir erneut (QBF . In Abbildung st der Q-DLL-
Suchbaum von QBF eingezeichnet. Jedem unerfillten Blatt wurde eine falsifizierte
Klausel zugewiesen. Mit den Regeln - [K3 konnte dadurch jedem unerfiillten Kno-
ten eine falsifizierte Klausel zugewiesen werden. Betrachten wir die falsifizierte Klausel
K = {—-y1, ~xs} an dem unerfillten Blatt mit der Belegung 0 = (z1,y1,x2). Das Literal,
welches an dem zugehdrigen Zweig entschieden wurde, ist xo. Da x9 € X3, ~x9 € K und
xy ein Einheitsliteral ist, missen wir Regel[K5 anwenden. Die zugehorige Finheitsklau-
selist Kp = {—wy1,x2}. Dem Knoten mit der partiellen Belegung (x1,y1) weisen wir also
die Klausel min((KUKg)\{xq, 7x2}) = min(({—y1, ~x2 }U{—y1, 22 }) \ {22, 722}) = {}
zu. Da wir nun bereits die leere Klausel abgeleitet haben, wird an allen Elternknoten
die Regel [K1] angewendet, d. h. allen Elternknoten wird ebenfalls die leere Klausel zu-
gewiesen. Durch KResolution mit falsifizierten Klauseln wdre somit bereits nach der
Untersuchung des linken Teilbaums klar, dass QBF unerfillbar ist.
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Abbildung 3.4.: Der Suchbaum von Q-DLL mit QBF (3.2)) als Eingabeformel. In blau
ist eine Resolutionswiderlegung eingezeichnet. Die grauen Pfade wer-
den von Q-DLL iibersprungen.

Nachdem wir uns nun ausgiebig damit beschéftigt haben, wie wir mittels KResolu-
tion im Zusammenspiel mit Q-DLL die Unerfiillbarkeit einer QBF (oder eines Teil-
Suchbaums) zeigen konnen, wollen wir uns nun damit beschéftigen, wie wir die Er-
fiillbarkeit einer QBF (oder eines Teil-Suchbaums) mittels MResolution und Q-DLL
zeigen konnen. Dazu gehen wir analog vor und iiberlegen uns zuerst, welche Monome
wir erfiillten Blattern zuweisen.

Definition 12. Ein Monom M heifit verifiziertes Monom unter der Belegung 0, wenn
es minimal und nicht widerspriichlich ist und fir alle Literale | € M gilt:

o fallsl € Xy =1€ 0 undl wurde nicht als monoton zugewiesen und

o fallsl€ Xs=~1¢0.

Die interessante Frage ist nun, ob an jedem erfiillten Blatt mittels Modellgenerierung
ein Uberdeckungsmonom erzeugt werden kann, welches immer auch ein verifiziertes
Monom nach Definition [12]ist. Die Antwort lautet Ja. Sei 1) eine QBF mit den Klauseln
Ky, ..., K, und 6 eine erfiillende Belegung fiir 1. Da 0 eine erfiillende Belegung ist, muss
fiir # die Bedingung gelten, dass 6N K; # ) fiir alle = 1,. .. n. Somit resultiert bereits
die Umwandlung von # in ein Monom M in einem giiltigen Uberdeckungsmonom,
welches fiir alle [ € M die Bedingungen [ € 6 fiir [ € Xy und ~I ¢ 6 fiir | € X3
(da I € 0 fiir | € X3) aus Definition [12] erfiillt. Zusétzlich fordert Definition |12 aber
noch die Einschrankung, dass M keine universellen Literale enthélt, die als monoton
zugewiesen wurden. Allerdings muss M auch nach der Entfernung aller monotonen
universellen Literale ein Uberdeckungsmonom sein, denn ein universelles Literal [ ist
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nur dann monoton in einer QBF ¢[0'], wenn | € [¢]. D.h. alle Klauseln K €
mit [ € v miissen bereits durch ¢ erfiillt sein, also & N K # (). Da ¢’ C 6 gilt auch
O\{IH)NK; #0 firallei=1,...,n.

Doch wozu wird die Einschréinkung bendétigt, dass M keine monotonen universellen
Literale enthélt? Der Grund ist, dass implizierte Literale in verifizierten Monomen
M; und M erneut zu einer Blockierung der MResolution fithren kénnen. Denn die
MResolution von verifizierten Monomen kann nur durch unbelegte existentielle Litera-
le geblockt werden (Beweis analog zu dem von Satz . Da M; und M, minimal sind,
kann es ein unbelegtes existentielles Literal [ nur dann geben, wenn es zwei implizierte
universelle Literale [y € M; und [y € M, gibt mit lev(l;) > lev(l) fur j € {1,2}. Bislang
haben wir aber lediglich eine Moglichkeit kennen gelernt, um die Belegung von univer-
sellen Literalen zu implizieren, ndmlich durch monotone Literale. Da solche Literale
jedoch nicht Teil eines verifizierten Monoms sind, kénnen Blockierungen bei der MRe-
solution mit verifizierten Monomen nicht auftreten. Genau genommen kénnten wir die
zweite Einschrankung fiir Literale [ eines verifizierten Monoms von Definition [12] also
verschérfen zu [ € 6, falls [ € X3, da unbelegte existentielle Literale nicht in verifizier-
ten Monomen auftreten konnen. Allerdings miissten wir dann eine Monom-Resolution
auch fiir existentielle Literale einfiihren, wie wir spéter in der Resolutionsregel se-
hen werden. Aulerdem werden wir in Abschnitt noch eine weitere Implikation fiir
universelle Literale einfiihren.

Wir weisen nun also jedem erfiillten Blatt im Q-DLL-Suchbaum ein verifiziertes Mo-
nom zu, welches mittels Modellgenerierung erzeugt wurde. Nach welchen Regeln kénnen
wir nun eine baumartige Resolutionsableitung erstellen? Betrachten wir dazu erneut
den inneren Knoten pg im Q-DLL-Suchbaum der QBF ¢ mit den Kinderknoten pgu;
und pgui~y. Nehmen wir an, dem Knoten pguqy sei das verifizierte Monom M; und
dem Knoten pgu(~yy das verifizierte Monom M-~; zugewiesen. Wir nutzen die folgenden
Auswahlregeln, um py ein verifiziertes Monom M zu zuweisen.

M1: Seil & M;:
Da M, ein verifiziertes Monom unter der Belegung 6 U {l} ist und | ¢ M;, muss
M; auch ein verifiziertes Monom unter der Belegung 6 sein. Wir weisen also dem
Knoten py das Monom M, zu.
(Analog: Wenn ~I ¢ M~,;, dann ist M := M~ eine giiltige Zuweisung.)

M2: Seil € M; und | € X5:
In diesem Fall miissen wir beachten, dass fiir alle existentiellen Literale I’ in einem
verifiziertem Monom M’ unter der Belegung ¢’ gelten muss, dass ~I’ € #'. Fiir das
Literal [ in der Klausel K; gilt diese Bedingung sowohl unter der Belegung U {l},
als auch unter der Belegung 6. Somit ist es erneut ausreichend, dem Knoten py
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das Monom M, zu zuweisen.

M3: Seil € Xy und [ monoton in [f]:
Nach Definition [12] kann [ nicht im verifiziertem Monom M, enthalten sein. Damit
behandeln wir diesen Fall analog zu Fall und weisen py das Monom M, zu.

M4: Seil € My, ~l € M~;, | € Xy und sei die Belegung von [ nicht impliziert:
Wir weisen dem Knoten py den Resolventen der verifizierten Monome seiner Kin-
derknoten zu, also M := MRESOLUTION(M;, Me~;). Damit ist sichergestellt,
dass M ebenfalls unter der Belegung 6 ein verifiziertes Monom ist, da M C
(M; U M) \ {l,~l} und M; \ {l} (bzw. M~; \ {~l}) unter der Belegung 6 ein

verifiziertes Monom ist.

Hinweis: Zu beachten ist, dass ~l € M; und | € M~;, da beide Monome unter den
Belegungen 6 U {l} bzw. 6 U {~{} verifizierte Monome sind.

In diesen Auswahlregeln wird noch einmal die Schwierigkeit von MResolution mit-
tels Modellgenerierung gegeniiber KResolution in Q-DLL deutlich. Die Effizienz des
Backjumpings hingt mafigeblich von den verifizierten Monomen ab, die den erfiillten
Blattern zugewiesen wurden. Sollte ein solches verifiziertes Monom M einfach aus der
Minimalform der jeweiligen Belegung des Blattes gewonnen werden, indem monotone
universelle Literale entfernt werden, dann sind alle universellen Literale, die nicht impli-
ziert wurden, von der Wurzel bis zum Blatt in dem Monom enthalten. Die Auswahlregel
[MT] wiirde also keine Anwendung fiir solche Literale finden. Stattdessen miisste fiir diese
Literale immer Auswahlregel angewendet werden, welche die Untersuchung beider
Zweige des betrachteten Knotens verlangt. Backjumping durch MResolution findet in
diesem Fall also keine Anwendung. Eine Moglichkeit diesem Problem zu begegnen, ist
M erneut aus der Belegung zu erzeugen und es vor der Umwandlung in ein verifiziertes
Monom zu reduzieren, so dass alle universellen Literale [ € M entfernt werden, falls
M \ {I} noch immer ein giiltiges Uberdeckungsmonom ist ([GNTO6, S. 401]).

Damit haben wir Q-DLL schliellich auch um ein erfiillbarkeitsvollstdndiges Resoluti-
onsverfahren erweitert, d. h. ein so modifizierter Algorithmus liefert genau dann Wahr

als Ausgabe, wenn er aus den verifizierten Blattern das leere Monom {} ableiten konnte
([GNTOG6, S. 394]).

Beispiel 6. Betrachten wir erneut (QBF . In Abbildung ist der Q-DLL-
Suchbaum von QBF mit eingezeichneter MResolution fiir zwei unterschiedliche
Arten der Modellgenerierung dargestellt. In Abbildung wurde jedem Blatt ein
verifiziertes Monom zugewiesen, welches aus der jeweiligen Belequng 6 gewonnen wur-
de, indem diese Literalmenge in Minimalform dberfihrt wurde (implizierte monotone
Literale sind nicht enthalten). Wie zu erkennen ist, kénnte ein so durch MResoluti-
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(a) Modellgenerierung durch Umwandlung der erfiill-  (b) Modellgenerierung durch Umwandlung
enden Belegung in ein verifiziertes Monom einer reduzierten erfiillenden Belegung in ein
verifiziertes Monom

Abbildung 3.5.: Q-DLL-Suchbédume mit QBF (3.3) als Eingabeformel. Jedem Knoten
der Suchbdume sind verifizierte Monome zugewiesen (in rot).

on mit Modellgenerierung erweiterter Q-DLL Algorithmus keinen Vorteil gegentiber
gewdhnlichen Q-DLL liefern, da alle eingezeichneten Pfade untersucht werden miissen.
In Abbildung wurden die den Bldttern zugewiesenen Monome zusdtzlich redu-
ziert. Betrachten wir dazu das Blatt mit der erfillenden Beleqgung 0 = {yi,ys,1}.
Offensichtlich bildet diese Literalmenge ein Uberdeckungsmonom M :

{ﬁyb Y2, :E1}7 {_‘yb Y2, ﬂxl}? {’!/1 y Y2, '/1;1}7 {’!/1 » Y2, _\.171}

In diesem Uberdeckungsmgnom st das Literal vy, jedoch redundant, denn das Monom
{ya, x2} ist ebenfalls ein Uberdeckungsmonom:

{_‘yh Y2, 51/'1}7 {_‘yla Y2, _'331}7 {3/17 Y2, 1'1}7 {yb Y2, _'331}

Das Literal yo in M ist wiederum nicht redundant, denn es gibt kein anderes Literal in
M, das die Klausel {—y1,ys, 1} erfillt.

Durch Entfernen dieser Redundanzen ist es uns somit moglich, den Bldttern verifizierte
Monome zuzuweisen, die ein spdteres Backjumping erlauben. Im Fall von Abbildung
3.5(b) ist Erfillbarkeit bereits nach der Untersuchung des linken Teilbaums bekannt.
Am Wurzelknoten kann Regel [M1] angewendet werden und somit die Untersuchung des
rechten Teilbaums ausgelassen werden.
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Algorithmus 5 Q-DLL-BJ

Eingabe: QBF 1 in minimaler Form, Belegung 6 // Aufruf durch Q-DLL-BJ(1, 0)
Ausgabe: Monom M, falls ¢[0] erfiillbar, sonst Klausel K
. if 0 erfiillt ¢ then return GENERIEREMODELL(?), #) end if

. if Klausel K € ¢ widerlegt ¥[f] then return K end if

1

2

3: if Literal [ ist Einheitsliteral in ¢[6] then

4: K <+ ERHALTEZUGEHORIGEEINHEITSKLAUSEL(V), 6, [)

5: T + Q-DLL-BJ(¢, 6 U {l})

6: if T ist ein Monom or ~/ ¢ T then return T end if

7: return ERWEITERTEKRESOLUTION(¢, 6, T, K)

8: end if

9: if Literal [ ist monoton in ¥[f] then return Q-DLL-BJ(¢), 0 U {l}) end if
10: [ <~ ERHALTENACHSTESLITERAL(%), 0)

11: 71 + Q-DLL-BJ(v, 0 U{l})

12: if [ € X5 and (7 ist ein Monom or ~/ ¢ T}) then return 7} end if

13: if [ € Xy and (T3 ist eine Klausel or | ¢ T}) then return 73 end if

14: Ty < Q-DLL-BJ(¢, 0 U {~l})

15: if [ € X5 and (T3 ist ein Monom or [ ¢ Ty) then return 75, end if

16: if [ € Xy and (75 ist eine Klausel or ~I ¢ T5) then return 75 end if
17: if [ € X35 then return ERWEITERTEKRESOLUTION(¢, 0, Ty, T3) end if
18: return MRESOLUTION(Ty, T5)

Die bisher gesammelten Erkenntnisse sind in Algorithmus |5 ([GNT06, S. 393]) zu-
sammengetragen. Dieser erweitert Algorithmus [I] um KResolution und MResolution.
Es wird also jedem Knoten im Suchbaum eine falsifizierte Klausel oder ein verifiziertes
Monom unter Verwendung der Resolutionsregeln [K1]- [K5 und [MT1]- [M4] zugewiesen. Wir
wollen abschlielend kurz die Anwendung dieser Regeln in Algorithmus [5| anhand der
Implikationen verdeutlichen und zusétzlich die wesentlichen Verbesserungen dieses Al-
gorithmus im Vergleich zu Q-DLL hervorheben. Betrachten wir zuerst die Umsetzung
der Einheitsresolution. In Zeile [5| erhalten wir den Term T des direkten Kinderknotens,
welcher aus der erzwungenen Belegung 6 U {l} resultiert. Den Begriff Term verwenden
wir als Oberbegriff fiir Disjunktionsterme (Klauseln) und Konjunktionsterme (Mono-
me). Wenn 7" ein Monom ist, dann wenden wir Regel [M2] (bzw. M1] falls I ¢ T') an und
weisen dem aktuellen Knoten das Monom 7' zu. Ist T jedoch eine Klausel, so miissen
wir zwei Félle unterscheiden. Im ersten Fall ist ~ ¢ T und wir wenden an und
weisen somit dem aktuellen Knoten erneut 7" zu. Im zweiten Fall, also ~[ € T', miissen
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wir Regel anwenden. D.h. wir weisen dem aktuellen Knoten den Resolventen aus
T und der entsprechenden Einheitsklausel K zu.

Da monotone Literale nicht Bestandteil eines verifizierten Monoms oder einer falsifi-
zierten Klausel sind, kénnen wir in Zeile [9] dem aktuellen Knoten den Term zuweisen,

der mit dem Kinderknoten assoziiert ist (Regel oder [K3).

Sind keine Implikationen moglich, so verzweigen wir anhand eines unbelegten Literals
[ unter Beachtung der Quantifizierungsreihenfolge. An dieser Stelle befindet sich der
wesentliche Unterschied zu Algorithmus [I] Angenommen [ ist existentiell. Wenn der
Zweig 6 U {l} unerfiillbar ist, dann untersucht Algorithmus [l immer auch den Zweig
0 U {~l}. Algorithmus [5| tut dies nur, wenn die Unerfiillbarkeit des Zweiges 6 U {l}
abhéngig von der Belegung von [ ist, also wenn ~/ € T. Ansonsten springen wir direkt
zu dem Elternknoten (Backjumping) und ignorieren den Zweig 0 U {~{}. Der Fall, dass
[ ein universelles Literal ist und der Zweig 6 U {{} erfiillbar ist, wird analog behandelt.
Wir untersuchen den Zweig U {~/} nur, wenn die Erfiillbarkeit des Zweiges 0U{l} von
der Belegung von [ abhéngig ist. Ansonsten springen wir zum Elternknoten zuriick.

3.4. Lernen von falsifizierten Klauseln und verifizierten
Monomen

In Abschnitt hatten wir miihselig mittels Klausel- und Monom-Resolution jedem
Knoten im Q-DLL-Suchbaum einen Term zugewiesen. Doch die Informationen, die uns
dieser Term iiber die Erfiillbarkeit bzw. Unerfiillbarkeit der Eingabeformel oder Teile
dieser verriet, nutzten wir nur an genau dieser Stelle im Suchbaum und verwarfen sie
anschliefend. Dies wollen wir nun &ndern. Wir werden die Eingabeformel ¢ um die ab-
geleiteten Terme erweitern und diese nutzen, um den Suchbaum weiter zu beschneiden.

Dabei folgen wir im Wesentlichen den Uberlegungen aus [GNTO06, S. 394fF.].
Beispiel 7. Betrachten wir die folgende QBF 1) :

V91§|$1§|$231’3 {{yh Xy, I3}7 {_'yla X1, .732}, {_"Th Za, ng},
(3.4)
{_':Ula T2, _\.1'3}, {_'xla —Z2, .’L'g}, {_‘xh —Z2, _‘x3}}

Der Suchbaum von Algorithmus[5 mit ¢ als Eingabeformel ist in Abbildung 3.6 darge-
stellt. Dieser Suchbaum enthdlt zwer unerfillbare Teilbdume 11; und Ily, deren Wurzel
bei den partiellen Belegungen {y1,x1} und {—y1,z1} liegt. Die Resolutionsableitung von
IT, endet mit der falsifizierten Klausel {—x1}. D. h. die Unerfillbarkeit von 11y ist nur
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Abbildung 3.6.: Der Suchbaum von Q-DLL-BJ mit QBF 1’ als Eingabeformel.

abhdngig von der Belegung val(xy) = 1 und unabhingig von allen anderen bereits be-
legten Variablen (in diesem Fall nur y, ). Wenn wir uns die falsifizierte Klausel {—x,}
merken wiirden, kénnten wir den Baum Ily diberspringen, da dieser erneut durch eine
Belegung von x1 mit val(xy) = 1 erzeugt wird.

Zunéchst gilt es die Frage zu beantworten, wie wir eine QBF 1 um die abgeleiteten Ter-
me erweitern konnen, ohne die Erfiillbarkeit von ¢ zu beeinflussen. Dazu fiigen wir die
abgeleiteten falsifizierten Klauseln konjunktiv zur Matrix von v hinzu. Dies beeinflusst
die Erfiillbarkeit von 1) nicht, da eine solche hinzugefiigte Klausel nur dann unter einer
Belegung ' falsifiziert, wenn nicht fiir alle auferund der Quantifizierung bendtigten
Belegungen 6 D ¢ gilt, dass alle Klauseln K aus der urspriinglichen Matrix, aus denen
K abgeleitet wurde, erfiillt sind. Genauso muss K erfiillt sein, wenn alle Klauseln in
K erfiillt sind und diese nicht durch eine Belegung 6 = (b, by L o) mit [ € Xy
erfiillt sind, bei der es keine Belegung §' = (ly, ..., Uk, L, .. .) gibt mit @' = K (siehe
Anhang , Satz . Analog kénnen wir aus der Matrix von 1) abgeleitete verifizierte
Monome disjunktiv mit der Matrix verkniipfen. Denn falls ein solches Monom erfiillt
ist durch eine Belegung ', dann gibt es auch eine Menge von aufgrund der Quantifi-
zierung bendtigten Belegungen 6 O ¢, die die Matrix von ¢ erfiillen (siehe Anhang ,
Satz . Diese Uberlegungen fiihren uns also zu einer erweiterten Definition von QBFs

([ZMO02l, S. 203], [GNTO06, S. 395]).
Definition 13. Sei ¢ eine QQBF
Xy 3X; @
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und ® die Matriz von . Eine Erweiterte QBE (EQBF) ¢* von 1) ist eine QBF in der
Form:

Qi1 X1+ 3X; (P AT)VQ)

wobei

o U eine Menge von falsifizierten Klauseln ist, die aus der Matrixz i abgeleitet
wurden und

e () eine Menge von verifizierten Monomen ist, die mittels Modellgenerierung aus
Y abgeleitet wurden.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es somit, eine gegebene QBF in eine EQBF umzuwan-
deln, mit dem Wunsch, die Unerfiillbarkeit einer partiellen Belegung schneller zu erken-
nen durch die gréflere Anzahl an Klauseln, die falsifizieren konnen, respektive deren
Erfillbarkeit frithzeitig zu erkennen durch die Verifikation eines hinzugefiigten Mo-
noms. Doch die Erweiterung einer gewohnlichen QBF in PKNF in Definition zu
einer EQBF verlangt nach einer erneuten Priifung der Definitionen [6 und [7] Einheits-
resolution mit existentiellen Literalen ist tatsdchlich leicht auf EQBFs iibertragbar.
Angenommen eine minimale Einheitsklausel {l} ist in ® U enthalten, dann fiihrt eine
Belegung val(l) = 0 zur Falsifikation dieser Klausel. Die Belegung des Literals [ wird da-
mit erneut durch Einheitsklauseln erzwungen. Zusétzlich haben wir nun aber auch die
Moglichkeit, Einheitsresolution auf universelle Literale zu erweitern. Angenommen in
2 gibt es ein minimales Einheitsmonom {l}, dann kann eine Belegung mit val(l) = 1 zu
eine erfiillende Belegung erweitert werden. Da dieser Zweig nun offensichtlich erfiillbar
ist, kann direkt der Zweig mit val(l) = 0 untersucht werden.

Definition 14. Ein Term T = {l,...,l,} mit lev(ly) < lev(l;) fir alle i > 2 heifst
Einheitsterm, wenn

o =l €Xg,ly....l,eXyundT € DUV oder
° NlZ:ller7 lQ,...,lneXg und T € Q.

Das Literal | ist das zugehorige FEinheitsliteral.

Bei monotonen Literalen ist die Situation leicht komplizierter ([GNT04]), da ein mono-
tones Literal nach Definition [1]die Korrektheit des von uns in Abschnitt 3.3 erarbeiteten
Resolutionssystems zunichte macht. Betrachten wir z.B ein existentielles Literal [, wel-
ches nach Definition 7] monoton in ®[¢'] ist. Es konnte somit durchaus eine Klausel
K € ¥ geben, sodass ~l € K[#']. Wenn eine Belegung 6 O ¢’ U {l} nun zu einer Falsi-
fikation der Klausel K fithrt, dann enthélt die falsifizierte Klausel ein Literal, dessen
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Negation als monoton zugewiesen wird. Somit wére Satz [3| nicht mehr korrekt und
die Resolution kann blockieren. In [GNTO06L S. 396] werden zwei Losungen fiir dieses
Problem vorgeschlagen. Eine Moglichkeit wére alle Klauseln K in W (resp. Monome
M in Q) vor der Zuweisung eines monotonen Literals [ zu 16schen, falls ~l € K (resp.
[ € M). Doch wir verwenden die zweite Losung und erweitern unsere bisherige De-
finition von monotonen Literalen, um sicherzustellen, dass falsifizierte Klauseln bzw.
verifizierte Monome keine monotonen Literale oder deren Negation enthalten.

Definition 15. FEin Literal | heif$t monoton in einer EQBF, falls
el c Xgund~l & PUV oder

o lcXyundl g dDUQ.

Durch die Einfithrung der Einheitsresolution anhand von universellen Literalen be-
steht nun die Moglichkeit, dass die MResolution von zwei verifizierten Monomen durch
unbelegte existentielle Literale geblockt wird (vgl. Abschnitt . Wir 16sen das Pro-
blem analog zu dem Fall, dass eine KResolution von unbelegten universellen Literalen
geblockt wird. Seien My = {l1,...,lk,...,lg} und M, unter der Belegung @ erfiillte
verifizierte Monome mit lev(l;) < lev(l;) fiir i < j, wobei [; ein unbelegtes existenti-
elles Literal ist mit ~l;, € Ms und lp € Xy mit lev(l;) < lev(lg). Da l; ein unbelegtes
Literal mit einem geringeren Level als [g ist, muss [p impliziert worden sein. Nun sind
monotone Literale aber nicht in verifizierten Monomen enthalten, also ist /g ein Ein-
heitsliteral und damit ist § = ¢ U {lg} U 6", wobei in ¢ alle Literale sind, die vor
lp zugewiesen wurden. Sei My das zugehorige Einheitsmonom. Wir wissen, dass Mg
unter der Belegung ¢’ U{~lg} ein verifiziertes Monom sein muss. Auflerdem wissen wir,
dass es in Mg keine unbelegten existentiellen Literale I’ mit lev(l') < lev(lg) gibt (vgl.
Def. , d. h. es gibt keine blockierenden Literale bei einer MResolution von M; und
min(Mg). Da Mg\ {~lg} bereits unter der Belegung 6’ verifiziert ist, ist der Resolvent
M = min((MyUmin(Mg))\{lg, ~lg}) unter 6 ebenfalls ein verifiziertes Monom. Falls
es in M| noch immer universelle Literale I, mit lev(l;) < lev(l);) gibt, dann entledigen
wir uns dieser Literale I, auf derselben Weise, bis alle solche Literale entfernt sind
und das blockierende Literal I, aufgrund der Minimalform ebenfalls herausfillt. Dieses
Verfahren ist in Algorithmus [6] dargestellt ([GNTO06, S. 396]).

Algorithmus 6 ERWEITERTEM RESOLUTION

Eingabe: QBF v, Belegung 8, Monom M;, Monom M,
Ausgabe: Resolvent M von M; und M5 unter Beriicksichtigung blockierender Literale
// Mj und M, miissen unter der Belegung 6 verifizierte Monome sein
1: if Es existiert [ € M; mit [ € X5 und ~I € M5 then
2: | + ERHALTELITERALMITHOCHSTENLEVELINMONOM (M)

32



3: 0’ < ERHALTEBELEGUNGSPAFIX (0, 1)

4: Mpg < ERHALTEZUGEHORIGESEINHEITSMONOM(v), 6, 1)
5: M < MRESOLUTION(M;, MEg)

6: return ERWEITERTEMRESOLUTION(¢), 0, M/, M)

7: else

8: return MRESOLUTION(M;, Ms)

9: end if

Die Funktionsweise von Algorithmus [6] ist analog zu der von Algorithmus [ Die vor-
kommenden Funktionen erfiillen demzufolge auch gleichartige Aufgaben (vgl. Abschnitt

33).

Bevor wir Algorithmus |5|jedoch um die Verwendung von EQBF's erweitern, miissen wir
sicherstellen, dass unsere Auswahlregeln zur Assoziation eines Terms mit einem inne-
ren Knoten des Q-DLL-Suchbaums noch immer korrekt sind. Fiir die Auswahlregeln
- [KF] trifft dies tatsichlich zu. Wir kénnen jedem unerfiillten Blatt eine falsifizierte
Klausel aus ® U ¥ zuweisen und mithilfe von [K1] - [K5| auch jedem unerfiillten inneren
Knoten. Die Regeln - sind wiederum nicht mehr allgemeingiiltig, da wir nun
eine weitere Moglichkeit kennen, um die Belegung universeller Literale zu implizieren.
Dadurch ergibt sich einmal die Besonderheit, dass die Resolution in Regel [M4] durch
unbelegte existentielle Literale blockiert werden kann. Dementsprechend muss [M4] er-
weitert werden, sodass eine ERWEITERTEMRESOLUTION durchgefiihrt wird. Fiir den
Fall eines inneren Knotens py mit der Belegung 6, der einen Kinderknoten pgugy mit
dem assoziierten verifizierten Monom M, und der Belegung 6 U {i} hat, wobei [ ein
impliziertes universelles Einheitsliteral ist, haben wir bislang noch keine Resolutions-
regel. Dies wollen wir nun &ndern und analog zu eine Regel fiir Knoten einfiihren,
die ihren Kinderknoten durch Zuweisung eines universellen Einheitsliterals erzeugen.

M5: Seil € M, | € Xy und ~ ist Element eines Einheitsmonoms M'[0] € 1[0]:
Sei M'[0] = {~l,1,...,l,} ein Einheitsmonom nach Definition |14} Die Belegung
0 U {~l} fihrt zwangslaufig zu einer Verifikation des Monoms M’. Wir kénnen
also direkt dem Knoten pgui~;; das Monom M~; := min(M') zuweisen. Um sich
nun des Literals [ des Monoms M, zu entledigen, resolvieren wir M; mit M~; und
weisen den Resolventen dem Knoten py zu, also M := ERWEITERTEMRESOLU-
TION(M,;, M~;). Der Resolvent M ist ein verifiziertes Monom (vgl. [M4]).

Nun haben wir also zusétzlich ein vollstandiges Verfahren, um das leere Monom {} aus
einer erfiillbaren EQBF abzuleiten. Dazu weisen wir zunéchst jedem erfiillten Blatt ein
verifiziertes Monom zu, welches entweder mittels Modellgenerierung aus der aktuel-
len Belegung gewonnen wird oder aus der Menge §2 stammt. Anschlieend assoziieren
wir unter Ausnutzung der Regeln - mit jedem erfiillten inneren Knoten ein
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verifiziertes Monom, soweit dies moglich ist.

Algorithmus 7 Q-DLL-LN

Eingabe: QBF 1 in minimaler Form, Belegung 6 // Aufruf durch Q-DLL-BJ(¢, 0)
Ausgabe: Monom M, falls ¢[0] erfiillbar, sonst Klausel K

if 6 = () then ENTFERNEALLEGELERNTENTERME end if

if Es gibt Monom M € Q mit min(M|f]) = {} then return M end if

if 0 erfiillt ® U ¥ then return GENERIEREMODELL(?), 6) end if

if Es gibt Klausel K € ® U ¥ mit min(K|[f]) = {} then return K end if

if Literal [ ist Einheitsliteral in Q[0] U ®[0] U ¥[d] then
Tg <+ ERHALTEZUGEHORIGENEINHEITSTERM (¢, 0, [)
T + Q-DLL-LN(v, 6 U {l})
if [ € X5 and (7 ist ein Monom or ~[ ¢ T') then return 7" end if
if [ € Xy and (T ist eine Klausel or | ¢ T') then return 7 end if

if [ € X5 then T <— ERWEITERTEKRESOLUTION(%, 0, T, Tg)

else T+ ERWEITERTEMRESOLUTION(¢, 0, T', Tg) end if

LERNETERM(T', 0)

return T’

. end if

. if Literal [ ist monoton in Q[0] U ®[0] U ¥[#] then return Q-DLL-LN(v, 6 U{i})
end if

16: | < ERHALTENACHSTESLITERAL(%), 0)

17: Th < Q-DLL-LN(y, 6 U {l})

18: if [ € X5 and (T} ist ein Monom or ~/ ¢ T}) then return 7 end if

19: if [ € Xy and (77 ist eine Klausel or | ¢ T) then return 7) end if

20: Ty + Q-DLL-LN(v, 6 U {~1})
21: if | € X3 and (73 ist ein Monom or [ ¢ T,) then return 75 end if
22: if [ € Xy and (T3 ist eine Klausel or ~ ¢ T3) then return 75 end if

23: if | € X5 then T <— ERWEITERTEKRESOLUTION(%, 0, T, T5)
24: else T <+ ERWEITERTEMRESOLUTION(¢, 0, T}, T,) end if

25: LERNETERM(T', 0)
26: return T’

o e S
Al S e

Algorithmus [7] zeigt einen erweiterten Q-DLL-Algorithmus, der sowohl Backjumping
als auch das Lernen abgeleiteter Klauseln bzw. Monome beherrscht [GNT06, S. 398].
Das Lernen in Algorithmus[7]wird durch Umwandlung der Eingabeformel in eine EQBF
realisiert. Dazu gibt es zwei Mengen ¥ und 2, wie in Definition eingefiihrt, mit
globaler Sichtbarkeit. Diese miissen beim ersten Aufruf der Funktion, also beim Aufruf
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mit der leeren Belegung, als leere Mengen initialisiert werden (Zeile . Eine EQBF
ist erfiillt, wenn alle Klauseln in ¥ U @ erfiillt sind (Zeile [3) oder ein Monom aus §2
erfiillt ist (Zeile [2)). Sie ist wiederum unerfiillt, wenn eine Klausel in ¥ U ® falsifiziert
ist (Zeile . Eine weitere Neuerung gegeniiber Algorithmus |5| ist die Einfithrung von
Einheitsresolution anhand von universellen Literalen, wobei auch die neu eingefiihrte

Regel in Zeile [11] ihre Anwendung findet.

Immer dann, wenn mit einem inneren Knoten ein Term assoziiert wird, der nicht von
einem Kinderknoten iibernommen wurde, und somit mittels Resolution gewonnen wur-
de (Anwendung von oder bzw. oder , dann speichern wir diesen Term.
Dies geschieht durch die Methode LERNETERM, die ein Monom zu der Menge €2 und
eine Klausel zu der Menge W hinzufiigt. Tatséchlich speichern wir mittels dieser Stra-
tegie im Allgemeinen exponentiell viele Terme, was in den meisten Féllen dazu fithren
wird, dass der entstandene Berechnungsmehraufwand durch die Miteinbeziehung der
Mengen ¥ und €2 den Nutzen iiberwiegt. Es gibt verschiedene Heuristiken, um diesen
Problem zu begegnen ([GNT06, S. 399, 401f.]). Der Einfachheit halber unterstellen wir
der Methode LERNETERM eine einfache Heuristik, die periodisch die Mengen ¥ und {2
durchsucht und die Terme 16scht, die eine vordefinierte Anzahl an unbelegten Literalen
iiberschreiten. Bei diesem Ansatz gehen wir also davon aus, dass ein Term in W oder (2,
der unter der aktuellen Belegung viele unbelegte Literale enthélt, schwer zu falsifizieren
bzw. verifizieren ist.

3.5. Ein iterativer Ansatz zur algorithmischen
Umsetzung der bisherigen Erkenntnisse

In Abschnitt [3.4/haben wir ein konflikt- bzw. 16sungsbasiertes Lernverfahren eingefiihrt,
um den von Q-DLL durchgefiihrten Erfiillbarkeitstest zu beschleunigen. Im Folgenden
wollen wir einen Algorithmus vorstellen, der ein &hnliches Verfahren iterativ umsetzt.
Der in diesem Abschnitt behandelte Algorithmus wurde in [ZM02] und [Zha02] vorge-
stellt.

Bevor wir uns dem Algorithmus ansehen konnen, benotigen wir jedoch eine genaue
Vorstellung, wie das Backtracking in einem iterativen Algorithmus durchgefiihrt werden
kann.

Definition 16. Im Folgenden weisen wir jedem Literal ein Entscheidungslevel d in
Abhdngigkeit vom Suchbaum des zugehorigen Lésungsalgorithmus zu. Das Entschei-
dungslevel d wird mit 0 initialisiert. Jedes Mal, wenn die Methode ERHALTENACHS-
TESLITERAL aufgerufen wird, wird d inkrementiert. Das zuriickgegebene Literal | be-
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kommt nun den neuen Wert von d als Entscheidungslevel zugewiesen. Die Variable
var(l) heifst Entscheidungsvariable des Entscheidungslevels d. Die Entscheidung von [
ermoglicht eventuell Implikationen. Alle Literale ', deren Belegung vor dem ndchsten
Aufruf von ERHALTENACHSTESLITERAL impliziert wurden, erhalten ebenfalls das Ent-
scheidungslevel d mit der Entscheidungsvariable var(l).

Ein Backtracking innerhalb des Entscheidungslevels d ist nur sinnvoll, wenn alle Literale
(1,13, ..,1;,) mit dem Entscheidungslevel d aus der aktuellen Belegung 0 = (Iy,...,
Lo, 1,15, .., 1)) entfernt werden und die Belegung der zugehorigen Entscheidungsvariable
var(l) revidiert wird. Da die Belegung (ly,...,1,,1) noch kein ausreichendes Ergebnis
erzielt hat und somit die Untersuchung der Belegung (I, ...,[,,~l) quasi erzwungen
wird, ist es sinnvoll und notwendig dem Literal ~[ das Entscheidungslevel d — 1 zu
zuweisen. Eine erneute Zuweisung von var(~[) als Entscheidungsvariable wiirde in einer
Endlosschleife beim chronologischen Backtracking fithren. Eine Mdoglichkeit unter der
Belegung (l4,...,l,) die Belegung von ~l nach dem Backtracking zu erzwingen, ist
das Hinzufiigen eines Terms, welcher unter der Belegung (l4,...,[,) zum Einheitsterm
wird und damit die Belegung von ~[ als als Einheitsliteral erzwingt. Dieses Verfahren
ist analog auf Backjumping iibertragbar, wo im Gegensatz zum Backtracking nicht
auf das Entscheidungslevel d — 1 zuriickgesprungen wird, sondern auf ein beliebiges
Entscheidungslevel d — s mit s > 0. Um die Assoziation eines Literals mit einem
Entscheidungslevel besser verdeutlichen zu kénnen, erweitern wir Definition 2] wie folgt.

Definition 17. Sei 6 eine Belequng nach Definition . Mit 0 notieren wir m Folgenden
eine Menge von Tupeln, wobei fir jedes | € 0 genau ein Tupel (1,d) € 6 existiert, indem
d € Ny das mit | assoziterte Entscheidungslevel ist.

Algorithmus 8 QUAFFLE

Eingabe: QBF ¢ mit Matrix ® in minimaler Form
Ausgabe: True, falls ¢ erfiillbar, sonst False

1: ENTFERNEALLEGELERNTENTERME [] W0, Q0
2: d <0 // initiales Entscheidungslevel
3: 0«10 // aktuelle Belegung

4: while True do
5: while True do
// Solange die Erfiillbarkeit von [f] unbekannt ist

6: while {} ¢ min(V[0] U ®[0]) and {} ¢ min(Q[f]) and V[0] U @[0] # () do
7 if Literal [ ist Einheitsliteral in Q[8] U ®[0] U W[0] then 6 < 0 U {(l,d)}
8: else if Literal [ ist monoton in Q[f] U ®[0] U ¥[6] then 6 « 0 U {(I,d)}
9: else break end if
10: end while
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10 if {} € min(V[6] U B[0]) then

12: d' + ANALYSIEREKONFLIKT(1), 0)

13: if d < 0 then return False

14: else BACKJUMP (¢, 0, d') end if

15: else if {} € min(Q[f]) or V[ U P[0] = () then
16: d' < ANALYSIERELOSUNG(¥), 6)

17: if d < 0 then return True

18: else BACKJUMP (%), 0, d') end if

19: else break end if

20: end while

21: d<d+1

22: | < ERHALTENACHSTESLITERAL(?), 6)
23 O« 0U{(l,d)}

24: end while

Anmerkung: Ein Algorithmus, der dem hier vorgestellten Algorithmus |§| sehr &hnlich
ist, wurde zuerst in dem bekannten QBF-Solver Quaffle [Yu] implementiert. Um die
urspriinglichen Autoren des Algorithmus zu wiirdigen, nennen wir den Algorithmus
QUAFFLE.

Algorithmus [§] zeigt den grundsétzlichen Aufbau eines iterativen Losungsalgorithmus
fir QBFs. Wie in Zeile [I] zu erkennen ist, wollen wir uns erneut die in Abschnitt
.4] eingefithrten EQBFs zu Nutze machen, um ein lernbasiertes Losungsverfahren zu
entwickeln. Der Algorithmus besteht im Wesentlichen aus zwei Endlosschleifen, wobei
die erste (Zeile {]) erst dann verlassen wird, wenn die Erfillbarkeit der Eingabefor-
mel bekannt ist (Zeile bzw. [17). Die zweite Schleife (Zeile [§) wird immer dann
abgebrochen, wenn ein neues Entscheidungslevel betreten werden muss, weil keine wei-
teren Implikationen méoglich sind und die Erfiillbarkeit der Eingabeformel unter der
aktuellen Belegung unbekannt ist. Der urspriingliche Algorithmus fiihrt als einzige Im-
plikationsmoglichkeit Einheitsresolution aus (Zeile . Wir haben den Algorithmus in
Zeile [§|leicht erweitert, um die Detektion monotoner Literale zu ermdglichen. Diese Er-
weiterung beeinflusst nicht die Korrektheit des Algorithmus, solange die in Abschnitt
und gemachten Bemerkungen und insbesondere Definition beriicksichtigt
werden. Das Hinzufiigen dieser weiteren Moglichkeit Belegungen zu implizieren, fiihrt
allerdings nicht zwangsléufig zu einer Effizienzsteigerung. Die Detektion monotoner
Literale ist im Allgemeinen sehr rechenaufwéndig und stark abhéngig von den ver-
wendeten Datenstrukturen. Die in dem von uns entwickelten Framework gbfSolve
verwendeten Datenstrukturen erlauben hingegen ein sehr schnelles Erkennen monoto-
ner Literale, wodurch das Hinzufiigen von deren Erkennung zu Algorithmus || keine
negativen Laufzeitauswirkungen haben sollte.
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Sind alle moglichen Implikationen ausgefiihrt und die Erfiillbarkeit unter der aktuellen
Belegung noch unbekannt, dann wird die innere Endlosschleife in Zeile abgebro-
chen und eine Entscheidung {iber die Belegung eines Literals [ getroffen (Zeile .
Die Variable var(l) ist dann die Entscheidungsvariable des in Zeile berechneten
Entscheidungslevels.

Das Kernstiick des Algorithmus liegt jedoch in den Zeilen und Die Metho-
den ANALYSIEREKONFLIKT und ANALYSIERELOSUNG legen das Entscheidungslevel
fest, auf das nach einem Konflikt bzw. nach einer Losung zuriickgesprungen wird.
Der Riicksprung passiert in der Methode BACKJUMP, welche auch die Variablen d
und 6 aktualisiert (nicht im Algorithmus erkennbar). Angenommen v sei die Entschei-
dungsvariable des Entscheidungslevels d und das Literal [ mit var(l) = v sei in der
aktuellen Belegung (I € 6). Damit nach einem Riicksprung auf (beispielsweise) das
Entscheidungslevel d — 1 nicht erneut [ in die Belegung aufgenommen wird, sondern
~l, miissen die Methoden ANALYSIEREKONFLIKT und ANALYSIERELOSUNG, die das
Riicksprunglevel d — 1 festlegen, sicherstellen, dass eine Aufnahme von ~[ in die Bele-
gung nach dem Riicksprung impliziert wird.

Eine simple Implementierung der Methode ANALYSIEREKONFLIKT wére ein Riick-
sprung auf ein Entscheidungslevel, so dass die letzte Entscheidung iiber die Belegung
eines existentiellen Literals revidiert wird. Respektive sollte die Methode ANALYSIE-
RELOSUNG die letzte Entscheidung iiber die Belegung eines universellen Literals kor-
rigieren. Dies konnte ermoglicht werden durch das Hinzufiigen von Termen, die aus
der aktuellen Belegung gewonnen werden. Sei beispielsweise [ das Literal, dessen Bele-
gung korrigiert werden soll, und die aktuelle Belegung sei 6 = (ly, ..., Ik, 1, .. .), wobei
[ das Entscheidungslevel d besitzt mit der Entscheidungsvariable var(l). Wenn eine
Klausel (ein Monom) {l1,...,lx, ~l (1)} zu der Formel hinzugefiigt wird, dann ist nach
einem Riicksprung auf das Entscheidungslevel d — 1 das Literal ~[ ein Einheitsliteral.
In einer solchen Implementierung wére das Verhalten von QUAFFLE analog zu dem
von Q-DLL und der weitere Suchprozess héitte keinen Nutzen von den gespeicherten
Termen. Im weiteren Verlauf wollen wir jedoch eine intelligentere Implementierung die-
ser Methoden ausarbeiten, so dass der Suchbaum durch ein auf Resolution basiertem
nicht-chronologischen Backtracking mittels des Speicherns von abgeleiteten Informa-
tionen weiter beschnitten wird.

Betrachten wir zuerst den Konfliktfall, also das Entstehen einer falsifizierten Klausel
K unter der aktuellen Belegung 6. In diesem Fall kann ein Riicksprung nur dann sinn-
voll sein, wenn wir die Entscheidung {iber die Belegung eines existentiellen Literals
korrigieren. Zusétzlich wollen wir die Riicksprungentscheidung aber abhéngig von der
falsifizierten Klausel K machen. Etwas praziser ausgedriickt, wollen wir mittels KRe-
solution eine Klausel erzeugen, die nach einem Riicksprung eine Einheitsklausel ist und
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somit den Suchprozess von dem aktuellen Konflikt wegfiihrt. Da K aufgrund der ak-
tuellen Belegung falsifizierte, muss das zuletzt zugewiesene Literal [ aus K existentiell
sein, es sei denn, die Eingabeformel ist trivial unerfiillbar und K besteht somit nur
aus universellen Literalen (in diesem Fall springen wir direkt zu dem Entscheidungs-
level —1 zuriick). Sei d das Entscheidungslevel von [. Angenommen es gibt mehrere
existentielle Literale mit dem Entscheidungslevel d in K und K wére somit keine Ein-
heitsklausel nach einem Riicksprung in das Level d — 1. Da [ zuletzt zugewiesen wurde,
ist dessen Belegung impliziert. In diesem Fall muss ~/ ein Einheitsliteral sein, da mo-
notone Literale nicht in falsifizierten Klauseln enthalten sind (vgl. Abschnitt [3.3). Wir
kénnen also die Regel anwenden, um uns des Literals [ zu entledigen. Da die ent-
stehende Klausel erneut unter der Belegung 6 \ {~l} falsifiziert ist und wir auf jeden
Fall auf ein Level < d zuriickspringen (d. h. ~[ ist in dieser Belegung nicht enthalten),
kénnen wir dieses Vorgehen wiederholen und sukzessive die zuletzt zugewiesenen exis-
tentiellen Literale entfernen, solange, bis es nur noch ein existentielles Literal | mit
dem Entscheidungslevel d in der entstandenen Klausel gibt. Es konnte aber dennoch
sein, dass die Entscheidungsvariable von d universell ist und somit der entstandene
Teilbaum seit der letzten Entscheidung eines existentiellen Literals unerfiillbar ist. Die
Belegung von [ muss damit impliziert sein, da var(l) nicht die Entscheidungsvariable
von d sein kann. Deswegen konnen wir uns erneut mittels des Literals [ entledigen.
Wir wissen also nun, wie wir eine Klausel K’ aus der Konfliktklausel erzeugen, deren
existentielles Literal I’ mit dem hochsten Entscheidungslevel d das Riicksprunglevel
d — 1 bestimmt. Es konnte aber passieren, dass K’ keine Einheitsklausel nach dem
Riicksprung ist, da K’ noch immer unbelegte universelle Literale oder universelle Li-
terale mit demselben Entscheidungslevel enthalten kann, die ein geringeres Level als [’
besitzen. Da die Methode ERHALTENACHSTESLITERAL die Quantifizierungsreihenfol-
ge beachtet und var(l) somit keine Entscheidungsvariable sein kann, muss die Belegung
des Literals [ erneut impliziert worden sein. Wir entledigen uns also erneut mittels Re-
solution des Literals [ und springen auf ein noch kleineres Entscheidungslevel zuriick.
Dadurch dass die Belegung von [ nach dem Riicksprung durch die erhaltene Klausel
K" impliziert wird, ist sichergestellt, dass der aktuelle Pfad nicht noch einmal durch-
sucht wird. Wir wollen noch einmal anmerken, dass das Hinzufiigen der Klausel K" die
Erfiillbarkeit der Formel nicht verdndert (vgl. Abschnitt [3.4)), da diese mittels KReso-
lution von falsifizierten Klauseln an unerfiillten Bléattern abgeleitet wurde. Es kann also
nicht passieren, dass nach einem Riicksprung erfiillende Pfade, die fiir den Validierungs-
prozess erforderlich sind, iibersprungen werden. Wir wollen aus diesen Uberlegungen
nun ein Stopp-Kriterium fiir den Erzeugungsprozess der zu lernenden Klausel aus einer
falsifizierten Klausel aufstellen ([ZMO02, S. 209]). Sei K* die Klausel, die wir aus der
falsifizierten Klausel mittels der Regel abgeleitet haben. Wenn fiir K* gilt, dass

SK1: K* enthilt keine existentiellen Literale,
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dann haben wir mittels KResolution die leere Klausel {} abgeleitet und somit die Un-
erfiillbarkeit der Eingabeformel bewiesen. Wir springen also in das Entscheidungslevel
—1 zuriick und geben Fulse aus. Ansonsten miissen, wie oben erldutert, die folgenden
Bedingungen erfiillt sein.

SK2: Sei d das hochste Entscheidungslevel eines existentiellen Literals in K*. Dann
gibt es nur ein existentielles Literal [ € K* mit dem Entscheidungslevel d und

SK3: die Entscheidungsvariable des Entscheidungslevels d ist existentiell und

SK4: es gibt keine unbelegten universellen Literale oder belegte universelle mit dem
Entscheidungslevel d, die ein geringeres Level als [ besitzen.

Algorithmus 9 ANALYSIEREKONFLIKT

Eingabe: QBF ¢ und ecine Belegung 8, wobei 1[6] unerfiillt ist
Ausgabe: Entscheidungslevel d auf das zuriickgesprungen werden sollte

1: K < ERHALTEKONFLIKTKLAUSEL(®), 6)

2: while Solange [SKT] or [SK2| - [SK4| nicht erfiillt sind fiir K do

3: | + ERHALTEZULETZTZUGEWIESENESEXISTENTIELLESLITERAL(K, )
4: Kpg < ERHALTEZUGEHORIGENEINHEITSTERM(v), 6, 1)

5: K < ERWEITERTEKRESOLUTION(¢, 0, K, Kg)

6: end while

7. LERNETERM(K, 0)

8: if K ist die leere Klausel then return —1

9: else

10: | < ERHALTEZULETZTZUGEWIESENESEXISTENTIELLESLITERAL(K, )
11: return ERHALTEENTSCHEIDUNGSLEVEL(/, 9) -1

12: end if

Algorithmus [J] zeigt die Implementierung der Methode ANALYSIEREKONFLIKT aus Al-
gorithmus [gnach dem oben beschriebenen Vorgehen. In Zeile 1) wéhlen wir eine Klausel
aus ® U U, die unter der aktuellen Belegung falsifiziert ist. Solange diese Klausel das
oben definierte Stopp-Kriterium nicht erfiillt, entfernen wir das zuletzt zugewiesene
existentielle Literal. Da dessen Belegung impliziert sein muss, nutzen wir dazu ledig-
lich Regel [K5 Sobald das Stopp-Kriterium erreicht wurde, lernen wir die erhaltene
Klausel in Zeile[7] Wenn wir die leere Klausel bereits ableiten konnten, dann geben wir
als Riicksprunglevel —1 an. Ansonsten springen wir in das Vorgéngerlevel des zuletzt
zugewiesenen existentiellen Literals in der abgeleiteten Klausel. Wir wollen an die-
ser Stelle bemerken, dass das Literal [ in Zeile [10] tatsidchlich dem First UIP (Unique
Implication Point), wie in [ZMMMO01] anhand von Implikationsgraphen eingefiihrt, ent-
spricht ([Zha02]). Vereinfacht gesagt ist ein UIP ein Literal [, das zu einer unerfiillten
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Belegung 6 hinzugefiigt wurde, so dass alle Pfade ab dem Prifix (...,[) von 6 zu dem
bestehenden Konflikt gefiihrt héatten. Der First UIP ist das letzte solche Literal in 6.

Analog mochten wir jetzt den Fall betrachten, dass wir eine erfiillende Belegung ge-
funden haben. In diesem Fall kénnen wir mittels Modellgenerierung ein verifiziertes
Monom M erzeugen oder dieses existiert bereits in der Menge 2. Mittels MResolution
leiten wir erneut ein Monom M* ab, welches wir zu der Menge €2 hinzufiigen. Wenn
M* das leere Monom {} ist, dann konnen wir direkt auf das Entscheidungslevel —1
zuriickspringen und damit True ausgeben.

SM1: M* enthalt keine universellen Literale

Ansonsten wéhlen wir das zuletzt zugewiesene universelle Literal [ aus M mit dem Ent-
scheidungslevel d. Gibt es mehrere universelle Literale in M mit dem Entscheidungs-
level d, dann muss [ ein Einheitsliteral sein, da monotone Literale nicht in verifizierten
Monomen enthalten sind. Wir wenden also Regel an, um uns solcher Literale zu
entledigen. Auflerdem wollen wir mindestens soweit zuriickspringen, dass wir die letz-
te Entscheidung eines universellen Literals revidieren konnen, da dessen momentane
Belegung offenbar einen erfiillbaren Teilbaum hervorruft. Des Weiteren miissen wir
auch hier wieder beriicksichtigen, dass unbelegte existentielle Literale oder belegte mit
dem Entscheidungslevel d dafiir sorgen kénnen, dass ~[ kein Einheitsliteral nach dem
Riicksprung ist, wenn diese ein geringeres Level als [ besitzen. Damit ergibt sich fiir
das abgeleitete Monom M* analog zu -[SK4 noch das zusétzliche Stopp-Kriterium
([ZMO02] S. 210]).

SM2: Sei d das hochste Entscheidungslevel eines universellen Literals in M*. Dann
gibt es nur ein universelles Literal [ € M* mit dem Entscheidungslevel d und

SM3: die Entscheidungsvariable des Entscheidungslevels d ist universell und

SM4: es gibt keine unbelegten existentiellen Literale oder belegte existentielle mit dem
Entscheidungslevel d, die ein geringeres Level als [ besitzen.

In Algorithmus |10 wurden diese Uberlegungen umgesetzt.

Algorithmus 10 ANALYSIERELOSUNG

Eingabe: QBF ¢ und eine Belegung 6, wobei Y[0] erfiillt ist

Ausgabe: Entscheidungslevel d auf das zuriickgesprungen werden sollte
1: if Es gibt Monom M’ €  mit min(M’'[f]) = {} then M <+ M’
2: else M < GENERIEREMODELL(%, #) end if
3: while Solange [SMT1] or [SM2] - [SM4] nicht erfiillt sind fiir M do

41



4: | < ERHALTEZULETZTZUGEWIESENESUNIVERSELLESLITERAL(M, 6)
5: Mpg < ERHALTEZUGEHORIGENEINHEITSTERM (%), 0, 1)

6: M < ERWEITERTEMRESOLUTION(v, 0, M, Mg)

7. end while

8: LERNETERM(M, 0)

9: if M ist das leere Monom then return —1

10: else

11: | + ERHALTEZULETZTZUGEWIESENESUNIVERSELLESLITERAL(M, 0)
12: return ERHALTEENTSCHEIDUNGSLEVEL((, §) —1

13: end if

In QUAFFLE lernen wir damit hochstens einen Term pro Konflikt bzw. Lésungﬂ Da
dies aber immer noch exponentiell viele sind, ist es weiterhin notwendig die Mengen
der gelernten Terme periodisch unter der Verwendung einer Heuristik zu dezimieren

(vgl. Abschnitt [3.4).

I'Die Methode LERNETERM ist auch im Fall von Algorithmus |7 soweit erweiterbar, dass maximal ein
Term pro Konflikt /Lésung gelernt wird [GNT0G, S. 402]. Auch gbfSolve nutzt die Erkennung des
First UIP bei der Speicherung von Termen.
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4. Experimentelle
Laufzeituntersuchung

Im Folgenden werden wir die Laufzeiten, der in Kapitel |3| beschriebenen Algorith-
men, untersuchen und vergleichen. Alle Tests wurden auf demselben Testsystem durch-
gefithrt. Bei dem Testsystem selbst handelt es sich um eine lokale Recheneinheit mit
dem Prozessor AMD Athlon 64 X2 5200+, 2GB Arbeitsspeicher und dem Betriebs-
system Xubuntu 14.04 (Kernel: 3.13.0-30-generic). Als Probleminstanzen wurden zum
einen Pseudozufallsinstanzen verwendet, die mit dem Formelgenerator von gbfSolve
erstellt wurden und zum anderen Instanzen aus der QBFLIB ([GNPT05c]). Um Tri-
vialfélle zu vermeiden, haben wir bei der Erstellung der Pseudozufallsinstanzen eine
zusatzliche Einschrinkung in den Formelgenerator eingebaut, so dass jede Klausel in
den erstellten Formeln mindestens zwei existentielle Literale enthélt. Bei den Instanzen
aus der QBFLIB verwendeten wir ausschliefSlich aus der Praxis stammende Instanzen,
hauptséchlich Instanzen aus dem Formelsatz TOILET. Alle getesteten Instanzen lagen
im QDIMACS Format vor (vgl. Anhang, d. h. alle Tests wurden mit QBFs in PKNF
durchgefiihrt. Der Zeitiiberschreitungswert lag bei allen Tests bei 300 Sekunden. Wenn
also die Erfiillbarkeit der Eingabeinstanz nach 300 Sekunden noch immer unbekannt
ist, wurde der Erfiillbarkeitstest abgebrochen. Sofern nicht anders angegeben, wurden
die fiir gbfSolve angegeben Standardwerte fiir Optionen verwendet (vgl. Anhang DJ).

4.1. Laufzeitinterpolation

Eines der Ziele dieser Arbeit war, die Laufzeiten der behandelten Algorithmen zu in-
terpolieren, um diese somit zur Durchfithrung direkter Vergleiche nutzen zu kénnen.
Dabei wollten wir analog zu den Auswertungen vieler SAT-Algorithmen vorgehen und
eine Menge von Testergebnissen einer exponentiellen Regressionsanalyse unterziehen.
Der typische Verlauf von Testresultaten bei der Untersuchung eines SAT-Solvers ist
in Abbildung dargestelltE]. Besonders in Abbildung wird der exponentielle

!Der dabei verwendete SAT-Solver implementiert den Algorithmus META-DPLL ([Meil4]), der den
gewoOhnlichen DPLL-Algorithmus um die Moglichkeit, Belegungen zu implizieren, erweitert. Dieser
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Abbildung 4.1.: Typischer Verlauf der Testresultate eines SAT-Solvers. Verwendeter
Algorithmus: META-DPLL ([Meild]); erfiillbare Formeln (+), un-
erfiillbare Formeln (—), Zeitiiberschreitung (x)

Charakter der Laufzeit deutlich, so dass bei hinreichend vielen Testresultaten eine taug-
liche Laufzeit interpoliert werden kann. Bei der Auswertung der Testergebnisse, die mit
qbfSolve erzielt wurden, stellte sich jedoch heraus, dass deren typischer Verlauf eher
dem in Abbildung entspricht. Eine vollstdndige und schliissige Erklarung fiir dieses
Phénomen koénnen wir allerdings nicht bieten. Es sollte dennoch klar sein, dass sich es
sich bei allen Algorithmen aus Kapitel [3] um Exponentialzeitalgorithmen handelt, wie
auch der Algorithmus DPLL, auf dem diese Algorithmen basieren. Zuséatzlich muss
die Laufzeit entscheidend von der Anzahl der Variablen der Eingabeformel abhéngen,
da mit dieser die Anzahl der Belegungen exponentiell wichst, die im schlimmsten Fall
zu iiberpriifen sind. D. h. wir konnen ohne weiteren Beweis zumindest feststellen, dass
die Laufzeit aller Algorithmen im Bereich von O(2") liegt, wobei n fiir die Anzahl
der Variablen in der Probleminstanz steht. Wir vermuten, dass bei einer ausreichend
groflen Testdatenmenge und einem grofiziigig gewéhlten Zeitiiberschreitungswert sich
auch fiir einen QBF-Solver ein Muster, dhnlich dem von Abbildung[4.1], einstellen wird.
Nichtsdestotrotz wollen wir einige der Testresultate nutzen, um Laufzeitunterschiede
der unterschiedlichen Algorithmen zu verdeutlichen.
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Abbildung 4.2.: Typischer Verlauf der Testresultate eines QBF-Solvers. Verwendeter
Algorithmus: Q-DLL; erfiillbare Formeln (+), unerfiillbare Formeln
(=), Zeitiiberschreitung (x)

4.2. Laufzeitvergleich

In diesem Abschnitt wollen wir die Laufzeiten der Algorithmen aus Kapitel |3| anhand
eines Beispieltestdatensatzes vergleichen. Der Datensatz fiir die Gegeniiberstellungen
in diesem Abschnitt, sofern nicht anders angegeben, besteht aus Pseudozufallsinstanzen
mit einer festen Anzahl an Quantorenmengen (jeweils 5 Stiick), einer pseudozufélligen
Anzahl an Variablen (zwischen 10 und 200), einer pseudozufilligen Anzahl an Klauseln
(zwischen dem vier- und achtfachen der Variablenanzahl), sowie einer festen Klausel-
grofle (5 Literale pro Klausel). Untersuchungen mit einer pseudozufilligen Anzahl an
Quantorenmengen oder einer deutlich hoheren Anzahl an Quantorenmengen, abhéngig
von der jeweiligen Variablenanzahl, ergaben #hnliche Resultate. Die feste Klausel-
grofe von 5 haben wir gewéhlt, da diese zu den ausgeglichensten Verhéltnis zwischen
erfiillbaren und unerfiillbaren Formeln fiithrt. Eine zu klein gewéhlte Klauselgrofie fiihrt
schnell zur Unerfiillbarkeit der Formel. Entsprechend fiihrt eine zu grofl gewéhlte Klau-
selgroBe zu einer Mehrheit von erfiillbaren Formeln.

Betrachten wir zuerst Abbildung (.3 in der die Algorithmen aus Abschnitt [3.2] bis
mit Algorithmus (1| (Q-DLL) verglichen werden. In Abbildung fallt sofort
auf, dass EVALUATE unerwartet gute Resultate im Vergleich zu Q-DLL aufweist.
Uberraschenderweise erwies sich EVALUATE in unseren Testreihen oft tatséichlich als

Algorithmus wird auch von gbfSolve verwendet, beispielsweise als SAT-Algorithmus fiir EVALUA-
TE.
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Abbildung 4.3.: Gegeniiberstellung der Laufzeiten von Q-DLL zu EVALUATE (a), Q-
DLL-BJ (b), Q-DLL-LN (c) und QUAFFLE (d)

der Algorithmus, der mitunter die besten Ergebnisse lieferte. Dennoch ist es schwierig
einen Datensatz zu finden, der die Starken und Schwéchen aller Algorithmen gleichzei-
tig hervorhebt. Das iiberproportional gute Abschneiden von EVALUATE ist in diesem
Fall wohl der Tatsache geschuldet, dass jede in einer Pseudozufallsinstanz enthaltende
Klausel mindestens zwei existentielle Literale enthélt. Abbildung erlaubt eine dif-
ferenziertere Sichtweise auf die Stirken von EVALUATE. In diesem Fall handelt es sich
vollstdndig um Instanzen, die aus der Praxis stammen. Es wird deutlich, dass EvA-
LUATE sowohl von groflem Vorteil sein kann, ndmlich dann, wenn die Probleminstanz
auf SAT reduzierbar ist oder eines der (Un-)Erfiillbarkeitskriterien aus Abschnitt
eintritt. Gleichzeitig kann dieser aber auch sehr nachteilig wirken, wenn keines dieser
Kriterien gilt. Die {ibrigen Diagramme in Abbildung entsprechen im Gegensatz zu
Abbildung dem allgemeinen Erscheinungsbild bei Pseudozufallsinstanzen oder
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Abbildung 4.4.: Gegeniiberstellung der Laufzeiten von Q-DLL zu EVALUATE mit Tes-
tinstanzen, die aus der Planung stammen

praktischen Instanzen.

In Abbildung ist zu erkennen, dass die Laufzeit von Q-DLL-BJ in einigen Fiéllen
der von Q-DLL deutlich iiberlegen ist. Bei den Instanzen wiederum, bei denen Q-DLL
eine bessere Laufzeit aufweist, konnen wir davon ausgehen, dass Backjumping in keinem
bedeutenden Mafl angewendet werden konnte. Dennoch ist die Laufzeit in diesen Fallen
nie gravierend schlechter zu der von Q-DLL, da der Berechnungmehraufwand in Q-
DLL-BJ sich proportional zu dem Berechnungsaufwand von Q-DLL verhalt, solange
Backjumping keine Anwendung findet. Dieser Algorithmus léasst sich also ohne das
Risiko anwenden, dass eine wesentlich schlechtere Laufzeit als die von Q-DLL erzielt
wird.

Bei den Lernalgorithmen in Abbildung und ist das Verhaltnis von Ge-
winn und Verlust an Laufzeit wesentlich ausgeglichener. Dies ist durch die Gefahr
des exponentiellen Lernens von Termen (vgl. Abschnitt und erklarbar. In-
stanzen, bei denen die gelernten Terme fiir den weiteren Suchprozess von groflerem
Nutzen sein koénnen, haben augenscheinlich eine deutlich bessere Laufzeit als Q-DLL.
Konnen die gelernten Terme jedoch nicht bzw. kaum dazu beitragen den Suchbaum zu
beschneiden, wichst der Berechnungsmehraufwand exponentiell an. Trotz der groflen
Ahnlichkeiten dieser Diagramme scheint der Algorithmus QUAFFLE dennoch leicht bes-
sere Laufzeiten aufzuweisen. Diese Beobachtung wird zusétzlich noch einmal anhand
von Abbildung ersichtlich. Es gibt zwar auch einige wenige Instanzen, bei de-
nen QUAFFLE die Erfiillbarkeit im Gegensatz zu Q-DLL-LN nicht vor Erreichung des
Zeitiiberschreitungswert feststellen konnte, aber der Grofiteil der Instanzen wurde von
QUAFFLE schneller bearbeitet als von Q-DLL-LN.

Versuchen wir abschlieend noch zu klaren, ob die Erweiterung von Q-DLL-BJ in
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Abbildung 4.5.: Gegeniiberstellung der Laufzeiten von Q-DLL-BJ zu Q-DLL-LN (a)
und Q-DLL-LN zu QUAFFLE (b)

Abschnitt zu einem Lernalgorithmus gewinnbringend war. In Abbildung [4.5(a)| ist
dieser Vergleich beispielhaft dargestellt. Wie zu erkennen ist, fithrt der Berechnung-
mehraufwand in Q-DLL-LN in vielen Fallen zu schlechteren Laufzeiten. Dieser Trend
ldasst sich an den meisten Datensdtzen beobachten, die wir untersucht haben. Es gibt
aber auch immer wieder einzelne Instanzen bei denen die Laufzeit von Q-DLL-LN
der von Q-DLL-BJ weit iiberlegen ist, was in dieser Abbildung nicht deutlich zum
Vorschein tritt. Dennoch miissen wir an dieser Stelle feststellen, dass unsere experi-
mentellen Ergebnisse sich an dieser Stelle deutlich von denen aus [GNT06] unterschei-
den. Dies mag daran liegen, dass einzelne Datensétze tatséchlich ein kontrares Bild
zeichnen. Wir haben allerdings versucht den von uns beobachteten allgemeinen Trend
wiederzugeben und dieser zeigt leider deutlich, dass Lernalgorithmen nicht den erhoftf-
ten Laufzeitgewinn bieten konnen.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden verschiedene Algorithmen vorgestellt, die das Pro-
blem QBF entscheiden. Alle Algorithmen aus Kapitel [3| basierten auf Ansétzen, die
bereits eine erfolgreiche Anwendung in Losungsalgorithmen fiir quantorenfreie aus-
sagenlogische Formeln fanden. Nach ndherer Betrachtung lésst sich sogar feststellen,
dass alle diese Algorithmen letztendlich DPLIL-basiert sind. Bei unserer Ausarbeitung
haben wir dennoch verschiedene Herangehensweisen betrachtet, wie ein moglichst lauf-
zeitoptimaler Losungsalgorithmus hergeleitet werden kann.

Dabei haben wir zuerst in Algorithmus (1| (Q-DLL) den zu DPLL génzlich analogen
Fall betrachtet, indem wir einen Algorithmus vorstellten, der den Suchbaum mittels
chronologischer Riickschritte abarbeitet, bis die Erfiillbarkeit der Eingabeformel fest-
steht. In Algorithmus 2| (EVALUATE) versuchten wir sowohl die Besonderheiten von
QBF's zu beriicksichtigen, als auch die Effizienz existierender SAT-Solver zu integrie-
ren. Anschlieend entwickelten wir Algorithmen, deren Ausfithrung einer Ableitung der
leeren Klausel bzw. des leeren Monoms mittels QBF-spezifischer Resolutionsverfahren
entsprach. In Algorithmus [5| (Q-DLL-BJ) nutzten wir dies, um die chronologischen
Riickschritte in Q-DLL zu durchbrechen und den Suchbaum durch solche Riickspriinge
zu verkleinern. Dies erweiterten wir in Algorithmus [7] (Q-DLL-LN) und [§] (QUAFFLE)
dahingehend, dass wir gewonnene Informationen iiber die Eingabeformel speicherten
und diese somit auch an anderen Stellen des Suchbaums nutzen konnten, um Pfade,
deren Erfiillbarkeit dadurch bekannt war, zu iiberspringen. Mit QQUAFFLE stellten wir
zusétzlich einen iterativen Losungsalgorithmus vor.

Wie Kapitel (] zeigt, hat sich der Berechnungsmehraufwand der Algorithmen aus Ab-
schnitt bis hiufig gegeniiber Q-DLL bezahlt gemacht. Vor allem Q-DLL-BJ
weist einen scheinbar kontinuierlichen Vorteil oder hochstens einen kaum spiirbaren
Nachteil gegeniiber Q-DLL auf. Die lernbasierten Algorithmen hingegen haben den
groflen Nachteil, dass sie exponentiell viel Information speichern kénnen, wodurch im
Gegensatz zum Algorithmus Q-DLL-BJ auch Fille auftreten, in denen ein immenser
Laufzeitnachteil gegeniiber Q-DLL auftreten kann. Weitere Forschung in diesem Be-
reich ist somit unumgénglich, damit Moglichkeiten gefunden werden, die ein effizientes
Lernen und Vergessen von Termen erlauben.
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Abbildung 5.1.: Verschiedene Abhéngigkeitsschemata fiir die in Beispiel |8 betrachtete
QBF .

Der Umfang dieser Arbeit erlaubte es nicht, einen vollstindigen Uberblick iiber die
aktuelle Forschung in diesem Bereich zu bieten. Wir mochten es dennoch nicht unter-
lassen, auf weiterfithrende Literatur und Themen hinzuweisen.

Zum einen haben wir bislang kein Wort dariiber verloren, nach welchen Kriterien die
Methode ERHALTENACHSTESLITERAL (vgl. Kapitel ein unbelegtes Literal auswahlt.
Hierbei sind bekannte Heuristiken aus dem SAT-Umfeld, wie DLIS, DLCS, MOM,
Béhm, Jeroslaw-Wang und Kiirzeste Klausel ([Meild]), leicht auf QBFs iibertragbar.
Durch die Beriicksichtigung der Abhéngigkeiten aufgrund der Quantifizierung ergibt
sich aber auch hier ein deutlicher Berechnungsmehraufwand. Dennoch kénnen einfache
aber effektive Heuristiken wie Kiirzeste Klausel auch in QBF-Solvern Vorteile bringen
(vgl. Abbildung , indem zusétzlich vorab die Menge der Literale berechnet wird,
deren Zuweisung unter der aktuellen Belegung keine Abhéngigkeiten verletzt. Doch
auch den Begriff Abhdngigkeiten haben wir im Rahmen dieser Arbeit nicht ausrei-
chend gewiirdigt. Unter der Phrase “Beriicksichtigung der Abhdngigkeiten” verstanden
wir stets ein triviales Abhéngigkeitsschema, das sich lediglich an den Quantifizierungs-
levels orientierte. Ausgekliigeltere Abhéngigkeitsschemata werden in [LB09] und [LB10]
eingefiihrt. Um uns eine Vorstellung anderer Abhéngigkeitsschemata zu machen, wollen
wir folgendes Beispiel betrachten.

Beispiel 8. Betrachten wir die QBF :

Vi Vyo 3z VysIze (11 V =2 V a1) A (Y2 Vys V 2) A (Y2 V 2y V 22))

Nach einem trivialen Abhdngigkeitsschema hdtte die Methode ERHALTENACHSTESLI-
TERAL tmmer ein Literal ausgewdhlt, welches sich auf dem niedrigsten Level mit noch
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unbelegten Literalen befindet. In diesem Beispiel wdren somit die beiden Abhdngigkeits-
schemata in Abbildung|5.1(a) und|5.1(b) maglich.

Betrachten wir 1 nach folgender Umwandlung:

VirVye (Fo1(y1 V w2 V 1) AVys3za((y2 V ys V @2) A (Y2 V 2z V 22)))

Durch die Umwandlung wird deutlich, dass auch die in Abbildung und
gezeigten Abhdngigkeitsschemata giltig sind fiir 1. Beispielsweise kann das Literal ys3

vor dem Literal x1 gewdhlt werden, da keine Klausel in 1) existiert, die eine Abhdngigkeit
dieser Literale untereinander herstellt.

Nihere Informationen zur Konstruktion solcher Quantorenbdume konnen in [Ben05b)]
gefunden werden.

Wir moéchten aber auch nicht unerwahnt lassen, dass es auch grundlegend unterschied-
liche Ansétze gibt fiir QBF-Losungsverfahren. Zum einen bietet sich die Moglichkeit
an, eine gegebene QBF in eine quantorenfreie aussagenlogische Formel umzuwandeln
und diese mit bekannten SAT-Solvern zu l6sen [LBO0S]. Dies kann auch umgesetzt wer-
den in einem Verfahren, welches zuerst samtliche existentielle Literale entfernt, indem
die Eingabeformel in Skolemform gebracht und diese anschlieBend wieder in eine quan-
torenfreie aussagenlogische Formel umwandelt wird ([Ben05al, [Ben05d]).

Eine weitere Moglichkeit die Effizienz von QBF-Solvern zu steigern, bieten inkremen-
telle QBF-Solver ([LE14]). Dabei wird ausgenutzt, dass Instanzen, die aus der Planung,
formalen Verifikation, Modellpriifung u.a. stammen, hiufig Gemeinsamkeiten aufzei-
gen, die in herkémmlichen QBF-Solvern ignoriert werden. Ein inkrementeller QBF-
Solver erhélt eine Menge von Eingabeformeln und versucht gelernte Terme nicht nach
dem Erfiillbarkeitstest einer Formel zu loschen, sondern diese fiir die néchste Formel
erneut zu nutzen, solange die Korrektheit des Ergebnisses davon nicht beeintrachtigt
wird. Dieser Ansatz stammt erneut aus dem SAT-Umfeld und seine Effizienz héangt
immens von der eingegebenen Formelmenge ab. Bei Instanzen, die groie Gemeinsam-
keiten aufweisen, kénnen dennoch spiirbare Verbesserungen mittels dieser Methode
erzielt werden.

Bislang haben wir den Eindruck erhalten, dass viele Konzepte, die fiir die Losung
aussagenlogischer Formeln entwickelt wurden, in modifizierter Weise auch fiir QBF-
Solver anwendbar sind. Dies trifft fiir einen grofien Teil der SAT-Lésungsalgorithmen
jedoch nicht zu, ndmlich den probabilistischen SAT-Algorithmen. Dies mag auf den
ersten Blick verwunderlich sein, da die Untersuchung von probabilistischen Algorith-
men einen beachtlichen Anteil der Forschung im Bereich des Erfiillbarkeitsproblems
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SAT einnimmt. Dabei muss jedoch beriicksichtigt werden, dass ein essentieller Un-
terschied bei den Zertifikaten von OBF- und S AT -Instanzen existiert. Das Zertifikat
einer QBF wichst exponentiell mit dessen Formelldnge (vgl. Abschnitt . Daraus
wird schnell ersichtlich, warum Ansétze aus SAT-Solvern in diesem Fall praktisch nicht
zu iibernehmen sind. Betrachten wir dazu einen probabilistischen Algorithmus, der ei-
ne erfiillende Belegung 6 einer QBF v errdt. AnschlieBend miisste beginnend bei dem
ersten universellen Literal [ in 6 = (ly,...,lk, 1, ...) eine erfiillende Belegung fiir den
Prafix (ly,...,lx, 7l) gefunden werden. Dies miisste rekursiv wiederholt werden fiir alle
iibrigen universellen Literale in diesen und den entstehenden Belegungen. Sollte dies je-
doch misslingen, dann wére die Unerfiillbarkeit von ¢ noch nicht bewiesen. Eine simple
Ubernahme probabilistischer Ansitze scheint also wenig vielversprechend zu sein, was
die Dominanz von deterministischen Algorithmen in QBF-Solvern zu erklédren scheint.
Dennoch miissen die Forschungsergebnisse aus diesem Fundus der SAT-Algorithmen
nicht komplett verworfen werden. Eine womoglich lohnenswerte Untersuchung wire die
Eingliederung von probabilistischen SAT-Algorithmen zum Finden von existentiellen
Teilbelegungen. Der einzige uns bekannte probabilistische QBF-Algorithmus wurde in
[GHRSO3|] vorgestellt, welcher auf stochastischer lokaler Suche basiert und die oben
beschriebenen Einschrinkungen zum Finden eines Zertifikats einhélt.

Abschlielend wollen wir noch ein paar Bemerkungen zur Integration der aktuell tech-
nischen Moglichkeiten in QBF-Solvern machen. Alle in dieser Arbeit vorgestellten Al-
gorithmen arbeiten sequentiell. Nun ist es aber so, dass in den letzten Jahren die Leis-
tungssteigerung von einzelnen CPU-Kernen stagniert. Stattdessen sind moderne CPUs
immer mehr darauf spezialisiert Aufgaben parallel zu verarbeiten und auch die Ver-
netzung raumlich separierter Recheneinheiten nimmt stetig zu. Es scheint also neben
dem Finden immer ausgekliigelterer Algorithmen auch sinnvoll zu sein, die techni-
schen Fahigkeiten vollends auszunutzen. Eine Moglichkeit, beispielsweise Q-DLL zu
parallelisieren, ist die Erzeugung von Threads an Entscheidungsstellen im Suchbaum,
wobei die zwei entstehenden Teilbdume parallel abgearbeitet werden. Dabei muss eine
zuséitzliche Kontrolle eingerichtet werden, die entscheidet wann eine solche Aufspal-
tung sinnvoll ist. Ansonsten werden exponentiell viele Threads erzeugt, was selbst bei
unbegrenzten Speicher zu weit mehr Verwaltungsaufwand als Nutzen fithren wiirde. Ei-
ne einfache Moglichkeit wire beispielsweise genau so viele aktive Threads zu zulassen
wie CPU-Kerne vorhanden sind. Bei Lernalgorithmen entsteht zusétzlich das Problem
des gemeinsamen Speicherzugriffs. Losungsansitze fiir das Problem der Parallelisie-
rung von einem QBF-Losungsalgorithmus, dhnlich dem aus Abschnitt [3.4] an lokalen
Recheneinheiten oder in verteilten Systemen, werden in [LMST09] présentiert.

Dies war eine Auswahl an Forschungsfeldern aus diesem Bereich. Wir hoffen, dass wir
verdeutlichen konnten, dass der Forschungsbereich, der sich mit dem Problem OBF
befasst, stetig wichst. Dennoch steht die Forschung in diesem Bereich noch immer am
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Anfang, weshalb es nicht sonderlich verwunderlich ist, dass QBF-Solver noch lange
nicht die Praxisrelevanz wie SAT-Solver erreichen konnten. Diese Feststellung soll-
te aber nicht die Bedeutung der Entwicklung von laufzeitoptimierten QBF-Solvern
schmélern. Viel mehr sollte sie als Ansporn dienen, sich des komplexeren Problems
OBF anzunehmen und zukunftsorientierte Forschungsarbeit zu leisten.
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A. Der Algorithmus ). Evaluate

Ergidnzend mochten wir nun den Algorithmus ¥>_EVALUATE présentieren, der eine we-
sentliche Unterfunktion des in Abschnitt [3.2] vorgestellten Algorithmus EVALUATE dar-
stellt. Im Gegensatz zu Algorithmus [3] behandelt der Algorithmus ¥_EVALUATE den
Fall, dass die unbelegten Literale mit dem niedrigsten Level existentiell sind.

Algorithmus 11 ¥ EVALUATE

Eingabe: QBF ¢, Belegung 0 mit [0 = 3X; ... Qp Xy {K1, ..., K,}
Ausgabe: True, falls ¢[0] erfiillbar, sonst False

1 if K;N Xy =0 fiir alle i = 1...n then return SAT(¢), 0) end if
2: ) ENTFERNEALLEUNIVERSELLENLITERALE(1/}, 0)

3. if SAT (¢, 0) then return True end if

4: while Es gibt ein [ € X; mit [ € 6 do

5: if @ erfiillt ¢) then return True end if

6: if (0] ist unerfiillbar then return False end if

7 if Es existiert K € ¢[f] mit K C Xy then return False end if
8: if Literal [ ist Einheitsliteral in ¢[0] then 6 < 0 U {l}

9: else if Literal [ ist monoton in [ then 6 < 6 U {i}

10: else if Es gibt eine paarweise Widerlegung durch K, K’ € ¢[0] then
11: return False

12: else

13: | + ERHALTENACHSTESLITERAL(), 6)

14: if ¥_EVALUATE(¢), 0 U {l}) then return True

15: else return ¥ _EVALUATE(¢), 0 U {~l}) end if

16: end if

17: end while

18: return [[_EVALUATE(v), 0)
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B. Korrektheit der Klausel- und
Monom-Erweiterung einer EQBF

Wir wollen uns im Folgenden von der Korrektheit, der in Definition [13| gemachten Er-
weiterungen, iiberzeugen. Dazu gilt hier erneut die Einschrankung, dass wir nur QBF's
betrachten, die in minimaler Form sind und keine tautologischen Klauseln enthalten.
Auflerdem wird fiir alle hier betrachteten Belegungen 6 angenommen, dass diese wie
alle Belegungen in Kapitel [3| unter Beachtung der Abhéngigkeiten aufgrund der Quan-
tifizierung zustande gekommen sind.

Definition 18. Sei 0 eine Belegung der QBF 1. Wir nennen eine Menge © von Be-
legungen eine erfiillende Erweiterung von 0, wenn fiir alle ' € © gilt, dass

e 0 ein Prifiz von 0’ ist und

o fiirjedes | € 0,1 €0 undl € Xy gibt es ein 0" € © mit ~l € 0", wobei ¢ und 6"
bis zu dem Literal | den selben Prdifix haben und

o 0= d.

Bemerkung: Eine erfiillende Erweiterung der leeren Belegung 6 = () ist ein Zertifikat
der QBF 1.

Satz 4. Sei v eine QBF mit der Matrix ® und K eine mittels einer baumartigen
KResolution aus ® abgeleitete Klausel, also ® Fxres K. Sei 0 eine Belegung, die die
Klausel K gerade so falsifizierfl, dann gibt es keine erfiillende Erweiterung von 0. Des
Weiteren gilt, dass wenn es eine Belegung 0 gibt, die ® erfillt und die Klausel K
falsifiziert, dann gibt es einen Prifiz von 0, der keine erfillende Erweiterung besitzt.

Beweis: Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber die Anzahl der Resolutions-
schritte 1.

ID.h. es gibt keine Belegung ¢’ C 6, die K falsifiziert.
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Induktionsanfang: i = 0
Sei K € ® und 6 eine Belegung, die K falsifiziert. Offensichtlich gilt die Behauptung.

Induktionsvoraussetzung:

Sei K C ¢ und K eine aus K mittels baumartiger KResolution in i-Schritten gewonnene
Klausel, d.h. K Fgpes; K. Sei 0 eine Belegung, die die Klausel K gerade so falsifiziert.
Dann gibt es keine erfiillende Erweiterung von 6, so dass K und damit ® immer erfiillt
sind. Des Weiteren gilt, dass wenn es eine Belegung 6 gibt, die K erfiillt und die Klausel
K falsifiziert, dann gibt es einen Prifix von 6, der keine erfiillende Erweiterung besitzt.

Induktionsschritt: i — 1+ 1

Seien Kq,Ky C ® und K, Ky Klauseln mit Kj Frpes; K fiir j € {1,2}. Wir be-
trachten die Klausel K, die mittels einer baumartigen KResolution in einem Schritt
aus K, und K, abgeleitet wurde ({K7, Ko} Frpest K). Sei | das existentielle Literal
mit [ € K; und ~l € K,. Nach Definition [§ist [,~l ¢ K. Eine Belegung des Literals [
kann also entweder K7 oder K, erfiillen, aber nicht beide.

Angenommen es gibe eine Belegung 6, die K gerade so falsifiziert, aber eine erfiillende
Erweiterung © besitzt, die K und K, immer erfiillt. Da K alle existentiellen Literale
aus K7\ {l} und K, \ {~} enthélt und deren Negation bereits in 6 enthalten sein muss,
kann K7 bzw. K5 nur durch ein universelles Literal erfiillt werden. Allerdings enthélt
K auch alle universellen Literale aus K; und Kj, bis auf die Literale ly, die jeweils ein
hoheres Level als alle existentiellen Literale in K; \ {/} und K; \ {~} haben. D.h. K;
und K5 kénnen nur dann erfiillt werden, wenn mindestens eines der Literale aus 1y mit
wahr belegt sind. Mit der Annahme, dass wir keine Einheitsresolution an universellen
Literalen durchfiithren, kénnen wir davon ausgehen, dass alle Literale in 1y unbelegt
oder mit falsch (als monoton impliziert; konnen auch als wahr impliziert worden sein,
siche unten) belegt sein miissen, bevor alle existentiellen Literale aus K in die Belegung
aufgenommen wurden. Daraus ergibt sich, dass es eine Belegung 6’ € © geben muss,
in der alle Literale in 1y mit falsch belegt sind. Da [ jeweils nur eine der Klauseln K
und K5 erfiillen kann, ist 6’ keine erfiillende Belegung und damit © keine erfiillende
Erweiterung.

Tatséchlich kann es auch vorkommen, dass ein Literal [,, € 1y mit wahr belegt ist,
da dessen Negation als monotones Literal detektiert wurde. Sei o0.B.d. A. [,, € K;.
Ein solcher Fall kann auftreten, wenn K; € ¥ ist und die Klausel K,, aus Kj, die
l, enthélt, bereits erfiillt ist. Dieser Fall ist fiir uns jedoch nicht weiter interessant,
da in einem solchen Fall immer eine Klausel aus K; oder K falsifiziert sein muss,
wenn K falsifiziert ist. Sei 6, C 6 die Belegung, unter der [,, monoton ist in ® U Q
(vgl. Definition [15)). Da K,, € ®, muss K,,[6,,] bereits erfiillt sein. Da nun aber K
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falsifiziert ist unter #, muss K,, durch eines der existentiellen LiteraleE] erfiillt sein,
derer wir uns bei der Ableitung von K mittels Resolution entledigt haben. Da diese
Literale immer nur eine der beiden Ausgangsklauseln erfiillen und K, schon eine dieser
erfiillten Ausgangsklauseln ist, gibt es eine falsifizierte Klausel in Ky oder Ks.

Nun ist es aber so, dass wir Einheitsresolution anhand universeller Literale nach De-
finition [14] zulassen. Allerdings muss es dafiir ein Monom M € () geben, so dass eine
Belegung 0" C 6 dieses Monom in ein Einheitsmonom umwandelt. Die interessante
Frage ist nun, ob es so ein solches Monom geben kann. Die Antwort lautet Nein. Sei
I' € Iy und M[0"] = {~I'}, so dass das Einheitsliteral I’ bereits K; oder K, erfiillt.
Ein Uberdeckungsmonom M’, das ~I’ enthélt, muss auch mindestens ein Literal [ aus
(K1 U Ks) \ {l,~l} enthalten, um ® zu erfiillen. Wenn dieses Literal {” aus K stammt,
dann muss dieses noch in M enthalten sein, da es ein geringeres Level als ~I’ besitzt
und somit nicht vor ~I’ in einer baumartigen Resolution wie in Kapitel |3|aus M heraus
resolviert werden kann (~{’ konnte an dieser Stelle noch nicht mittels Einheitsresolution
impliziert sein). Da K unter 6 falsifiziert ist, evaluiert M zu falsch und ist somit kein
Einheitsmonom. Die andere Moglichkeit ist, dass I” € 1y und " # I” ist. In diesem Fall
kann M[0"] erneut kein Einheitsmonom sein, denn um [” aus M’ heraus zu resolvie-
ren wird ein anderes Uberdeckungsmonom benétigt, dass ~I” und nicht I enthilt. Ein
solches Monom wiirde wieder ein Literal aus (K; U Ks) \ {/,~l} bendtigen, um ¢ zu
erfiillen. Ist dieses Literal wieder aus ly tritt dasselbe Problem auf, d.h. wir kénnen
uns dieser Literale nicht mittels Resolution entledigen ohne ein Uberdeckungsmonom
zu nutzen, welches ein Literal aus K enthélt, wodurch M wiederum unter der Belegung
0 zu falsch evaluiert (s.o.).

Damit haben wir einen Widerspruch zur Annahme und damit bewiesen, dass es keine
erfiillende Erweiterung © von 6 gibt, die K7 und K5 immer erfiillt. Nach der Induktions-
voraussetzung fiihrt eine Falsifikation von K, oder Ky immer auch zu der Falsifikation
einer Klausel in K; oder Ks.

Nun ist noch zu zeigen, dass eine Belegung 6, die K und K erfiillt und K falsifiziert,
cinen Prifix # von 6 besitzt, fiir den keine erfiillende Erweiterung existiert. Selen
[ und ly wie oben definiert. Da eine Belegung von [ entweder K; oder K, erfiillen
kann und K falsifiziert ist, muss ein Literal [’ € 1y mit wahr belegt sein, also =
(ly,...,l,,0',...). Da diese Belegung nach den obigen Ausfithrungen nicht impliziert
worden sein kann, muss K auch unter der Belegung & = (y,...,1,) falsifiziert sein.
D.h. es gibt keine Belegung 6, die K, K, erfiillt und K gerade so falsifiziert. Die
Klausel K muss also schon vorher durch einen Prifix 6 von 6 falsifiziert worden sein.

2Ein bereits mit wahr belegtes universelles Literal miisste auch in K enthalten sein, da K gerade so
falsifiziert ist, oder es wurde erneut als monoton impliziert, wobei es wieder ein anderes Literal in
K, geben muss, dass diese Klausel bereits vorher erfiillte.
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Wie oben bewiesen, gibt es fiir einen solchen Préfix ', der K gerade so falsifiziert,
keine erfiillende Erweiterung. O

Satz 5. Sei Y eine QQBF mit der Matrix ® und M ein miltels einer baumartigen
MResolution in Kombination mit Modellgenerierung aus ® abgeleitetes Monom, al-

50 ® Fargenmres M. Sei 0 eine Belequng, die das Monom M gerade so veriﬁzierﬂ
dann gibt es eine erfillende Erweiterung von 0.

Beweis: Analog zu dem Beweis von Satz O

3D.h. es gibt keine Belegung ¢’ C 6, die M verifiziert.
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C. Parsen einer QBF im QDIMACS
Format

Im Folgenden wollen wir kurz umreifien wie gbfSolve Eingabeformeln im QDIMACS
Format parst. Dazu entwickeln wir einen Recursive Descent Parser, um den eventuellen
Berechnungsmehraufwand eines tabellenbasierten Parsers bei kleinen Grammatiken zu
umgehen.

C.1. Ein Format zum Speichern und zum Austausch
von QBFs

QDIMACS ist ein Format fiir quantifizierte Boolesche Formeln (QBFs) in PKNF.
Dieses Format basiert auf dem im SAT-Umfeld bekannten Format DIMACS zur Re-
prasentation aussagenlogischer Formeln in KNF und ist abwértskompatibel zu diesem.
Eine Formel im QDIMACS Format besteht aus drei Bestandteilen: der Dateikopf (engl.
header), der Prafix und die Matrix. Der Dateikopf enthélt zum einen beliebige Kom-
mentare, die der Formel hinzugefiigt werden kénnen, und eine Problemzeile, die die
Anzahl der Variablen und Klauseln beinhaltet. Der Prafix enthélt die Quantorenmen-
gen nach aufsteigendem Level sortiert und die Matrix enthélt sdmtliche zur Formel
gehorigen Klauseln. Bevor wir einen Parser fiir dieses Format ableiten wollen, mochten
wir uns das Format an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 9. Betrachten wir dazu die folgende QQBF:
ElxlEI$2‘v’x35|w4 ((Il V T3 V _\ZE4) N (_\"23'2 V ZL‘4) A (_'l'l V ) V _|[L'3)) (C].)

Die QBF umgewandelt in das QDIMACS Format sieht wie folgt aus:

¢ Die erste Kommentarzeile
¢ Fine weitere Kommentarzeile
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0o 2 o3

Die ersten drei Zeilen gehoren zum Dateikopf. Im Allgemeinen besteht der Dateikopf
aus einer beliebigen Anzahl an Kommentarzeilen gefolgt von einer Problemzeile. Die
Problemzeile beinhaltet immer zwer Nummern. Die erste Nummer v in der Problemzeile
entspricht der maximalen Anzahl an Variablen, die in der Formel enthalten sein diirfen.
Variablennamen selbst werden mit Nummern von 1 bis v bezeichnet. Negationen werden
durch ein Minuszeichen kenntlich gemacht. Die zweite Nummer entspricht der Anzahl
an Klauseln, die in der Matriz enthalten sind.

Zeilen, die mit e oder a beginnen, gehdren zum Prdfiz. Fine Prdifixzeile, die mit e
anfingt, deklariert die darauf folgenden Variablen als existentiell quantifiziert. Dement-
sprechend gehoren die Variablen, die in einer Zeile beginnend mit a auftauchen, zu einer
universellen Quantorenmenge. Die auf dem Prifix folgenden Zeilen gehéren zur Ma-
trixz. Dabei entspricht jede Zeile einer Klausel. Jede Zeile des Prdifix oder der Matriz
wird mit dem Zeichen 0 terminiert.

C.2. Erzeugung einer LL(1)-Grammatik fiir das
QDIMACS Format

Um einen Recursive Descent Parser implementieren zu konnen, bendétigen wir eine
LL(1)-Grammatik. Diese werden wir aus der folgenden BNF-Grammatik fir QDI-
MACS-Dateien ableiten ([GNPTO05D]):

<input> ::= <preamble> <prefix> <matrix> EOF

<preamble> ::= [<comment_lines>] <problem_line>

<comment_lines> ::= <comment_line> <comment_lines> | <comment_line>
<comment_line> ::= ¢ <text> EOL

<problem_line> ::= p e¢nf <pnum> <pnum> EOL

<prefix> ::= [<quant_sets>]
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<quant_sets> ::= <quant_set> <quant_sets> | <quant_set>
<quant_set> ::= <quantifier> <atom_set> 0 EOL
<quantifier> :=-¢e | a

<atom_set> ::= <pnum> <atom_set> | <pnum>

<matrix> 1= <clause_list>

<clause_list> ::= <clause> <clause_list> | <clause>
<clause> := <literal> <clause> | <literal> 0 EOL
<literal> ::= <num>

<text> ::= {Eine Folge von ASCII-Zeichen (keine Steuerzeichen)}
<num> ::= {Eine vorzeichenbehaftete Integer-Zahl ungleich 0}
<pnum> ::= {Eine vorzeichenbehaftete Integer-Zahl grofier als 0}

Wie wir sehen, enthélt die Grammatik keine Linksrekursionen. Dennoch gibt es Mehr-
deutigkeiten, die wir entfernen miissen. Doch bevor wir uns dieser annehmen, werden
wir Abkiirzungen fiir alle Nichtterminale einfithren, um die Lesbarkeit der folgenden
Ausfiihrungen zu verbessern:

I := <input> QSS := <quant_sets>
H := <preamble> QS = <quant_set>
P := <prefix> Q := <quantifier>

M = <matrix> AS = <atom_set>
CLS := <comment_lines> CL := <clause_list>
CL := <comment_line> = <clause>

C:
PL := <problem _line> L := <literal>
T = <text> N := <num>
PN := <pnum>

Zusétzlich werden wir im Folgenden die beiden Terminale FOL und FOF' in Klein-
buchstaben schreiben, damit nicht die Gefahr besteht, dass diese mit Nichtterminalen
verwechselt werden. In der spéteren Implementierung werden diese Terminale jeweils
ein Zeilenende (eol) bzw. das Dateiende (eof) reprisentieren.

Damit haben wir nun folgende Grammatik erhalten:

G =(N,%,P,58)
={I[,H,P,M,CLS,CL,PL,T,PN,QSS,QS,Q,AS,CL,C,L, N},
{¢,p,enf,a, e, 0, string,long int,eol,eof }, P, I)

wobei
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P={I—HP M eof; Q — e
H — CLS PL; AS — PN AS,
H — PL; AS — PN,
CLS — CL CLS; M — CS;
CLS — CL; CcS —CCS;
CL — ¢ T eol,; CS — C
PL —pcenf PN PN eol; C — L,
P — QSS, C — L 0 eol;
P — ¢ L — N;
QSS — QS QSS, T — string;
QSS — QS; N — long int,;
QRS — Q AS 0 eol; PN — long int}
Q — a;

Als erstes miissen wir die gemeinsamen Prifixe entfernen, d.h. jede Produktion der
Form A — afy|...|aBrm]... |2 mit A € Nund o, 8;,7v,; € (NUX)* wird umgewandelt
zu

A — aA'|y|... |y und
A = B ... |5,

wobei es sich bei A’ um ein neues Nichtterminalsymbol handelt (vgl. [PB12 S. 70]).

Diese Regel angewandt auf unsere Menge der Produktionen P ergibt:

CLS — CL CLS'
CLS — CL CLS | CL OLS 5 CLS |«
QSS — QS QSS'
QSS — QS QSS | QS 055 0S8 |«
AS — PN AS'
AS — PN AS | PN A4S > AS |
S —C S

cS—CCS|C 0 CS |
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C —=LC

C—LC|LOeol = C' = C'| 0 eol

Damit haben wir eine neue Grammatik
G = (N’, ¥, P, S)=(NU {CLS’,QSS’,AS’,C’S’,C"}, ¥, P, I)

generiert mit

P={I—HP M eof; Q — e
H — CLS PL; AS — PN AS';
H — PL; AS" — AS;
CLS — CL CLS"; AS — ¢
CLS" — CLS; M — CS;
CLS — ¢ cS — C oS
CL — ¢ T eol; S — C8S;
PL —penf PN PN eol, CS" — ¢
P = QSS, C— LC"
P — ¢ o' — C;
QSS — QS QSS'; C" — 0 eol;
QSS" — QSS; L — N;
QSS" — ¢ T — string;
QS — Q AS 0 eol; N — long int;
Q — a; PN — long int}

Abschlieflend miissen wir noch sicherstellen, dass die erzeugte Grammatik eine LL(1)-
Grammatik ist. Dazu berechnen wir die Mengen First und Follow und priifen fiir
jede Produktionsregel der Form A — a4]...|a, aus P’ mithilfe dieser die folgenden
Bedingungen ([PB12]):

1. First(o;) N First(o;) =0, falls i # j
2. Wenn € € First(a;), dann Follow(A) N First(a;) = 0, falls i # j

Um die First und Follow Mengen zu berechnen, benutzen wir einen Ansatz aus [PB12],
genannt Parchman-Graphen. Zuerst berechnen wir die Menge N,, welche alle Nichtter-
minalsymbole enthélt aus denen das leere Wort e abgeleitet werden kann:

63



Abbildung C.1.: Der Graph I'f;,(G’) der Grammatik G’

N.={P, CLS', QSS', AS', C'S"}

Nun sind wir in der Lage die Parchman-Graphen T'f;,4(G') (Abbildung [C.1)) und
I fouiow(G") (Abbildung |C.2) zu konstruieren.

Im néchsten Schritt werden wir die First Mengen aller Nichtterminalen erstellen, in-

dem wir die Terminale hinzufiigen, von denen ein Pfad zu dem jeweils betrachteten
Nichtterminalen N in I'f;(G’) (vgl. Abbildung |C.1)) existiert. Zusétzlich figen wir

das leere Wort € hinzu, falls N € N

First(I) = {c,p}
First(H) = {c,p}
First(P) = {¢,a,e}
First(M) = {long int}
First(CLS") = {¢,c}
First(CLS) = {c}
First(CL) = {c}
First(PL) = {p}
First(T) = {string}
First(PN) = {long int}
First(QSS") = {e,a,e}

First(QSS) = {a,e}
First(QS) ={a,e}
First(Q) = {a, e}
First(AS") = {¢,long int}
First(AS) = {long int}
First(CS") = {¢,long int}
First(CS) = {long int}
First(C") = {0,long int}
First(C) = {long int}
First(L) = {long int}
First(N) = {long int}

Auf analoge Weise erstellen wir die Follow Mengen aller Nichtterminalen. Zur Follow
Menge eines Nichtterminalsymbols N fiigen wir alle Terminalen bzw. das Endsymbol
$ hinzu, wenn diese {iber einen Pfad von N in I' 410, (G’) (vgl. Abbildung|C.2) erreicht

werden konnen:
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Abbildung C.2.: Der Graph I'fi0,(G’) der Grammatik G’

Follow(I) = {$} Follow(QSS) = {long int}
Follow(H) = {a,e,long int}  Follow(QS) = {long int,a,e}
Follow(P) = {long int} Follow(Q) = {long int}
Follow(M) = {eof} Follow(AS") = {0}
Follow(CLS") = {p} Follow(AS) = {0}
Follow(CLS) = {p} Follow(CS") = {$}
Follow(CL) = {c,p} Follow(CS) = {$}
Follow(PL) = {a,e,long int} Follow(C") = {long int,$}
Follow(T) = {eol} Follow(C) = {long int,$}
Follow(PN) = {0, eol} Follow(L) = {long int,0}
(

Follow(QSS") = {long int} Follow(N) = {long int,0}

Damit konnen wir nun die Bedingungen und iiberpriifen:

H — CLS PL|PL Q — ale
1) First(CLS PL) N First(PL) 1) First(a) N First(e)
= {ctn{p} =10 ={a}n{e} =1
CLS" — CLS|e AS" — AS|e
1) First(CLS) N First(e) 1) First(AS) N First(e)
={c}n{e} =0 = {long int} N{e} =0
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S0C 0O f&

a) I - HP M eof b) CS" — CSle c) C' = C|0 eof

Abbildung C.3.: Beispiele fiir Syntaxdiagramme einzelner Produktionsregeln

2) Follow(CLS") N First(CLS) 2) Follow(AS") N First(AS)

={p}n{ct =10 = {0} N{long int} =0
P — QSS|e CS" — CSle
1) First(QSS) N First(e) 1) First(CS) N First(e)
= {a,e}n{e} =10 = {long int} N{e} =0
2) Follow(P) N First(QSS) 2) Follow(CS") N First(CS)
= {long int} N{a,e} =0 = {$} N {long int} =0
QSS" — QSS|e C" — C10 eol
1) First(QSS) N First(e) 1) First(C) N First(0)
= {a,e}n{e} =10 = {long int} N {0} =0

2) Follow(QSS") N First(QSS)
= {long int} N{a,e} =0

Wie wir sehen, erfiillt jede Produktionsregel unserer Grammatik G’ die Bedingungen
einer LL(1)-Grammatik. Damit haben wir also eine giiltige LL(1)-Grammatik erzeugt,
welche wir im Folgenden fiir die Konstruktion eines Parsers verwenden wollen.

C.3. Konstruktion von Syntaxdiagrammen

Syntaxdiagramme sind eine Moglichkeit, kontextfreie Grammatiken zu représentieren.
In dem Fall von LL(1)-Grammatiken handelt es sich dabei um deterministische Syn-
taxdiagramme ([PBI12, S. 80]), die wir somit verwenden kénnen um einen Algorithmus
abzuleiten.

Beispiele fiir Syntaxdiagramme einzelner Produktionsregeln sind in Abbildung dar-
gestellt. Durch Verschachtelung der Syntaxdiagramme aller Produktionsregeln erhal-
ten wir ein einzelnes Syntaxdiagramm, welches alle Ableitungen vom Startsymbol [
aus beschreibt (siehe Abbildung[C.4)). Da keine Nichtterminalsymbole mehr in diesem
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[ string { eol % enf bl long int Hf long int H eol

m o long int @ eof —

o long int

Abbildung C.4.: Das Syntaxdiagramm der Grammatik G’

Syntaxdiagramm enthalten sind, kann auch ein iterativer Parser fiir diese Grammatik
erzeugt werden. Dieses Diagramm kann nun in einen Algorithmus iibersetzt werden.

C.4. Zusiatzliche Bedingungen des QDIMACS Format

Einige Bedingungen werden nicht durch die Grammatik ausgedriickt und werden daher
an dieser Stelle hervorgehoben. Uber die Bedeutung der beiden positiven Zahlen in der
Problemzeile (PL — p enf PN PN eol) berichteten wir bereits im Abschnitt [C.1]
Die positiven Zahlen in Prifixzeilen (QS — @ AS 0 eol) entsprechen Variablennamen.
Variablen diirfen in hochstens einer Préfixzeile vorkommen. Variablen, die in der Ma-
trix enthalten sind, nicht aber im Préfix, werden als existentiell quantifiziert mit dem
niedrigsten Level angenommen (vgl. Definition . Der innerste Quantor einer QBF im
QDIMACS Format muss existentiell sein, was jedoch keine wirkliche Einschriankung
darstellt (vgl. Definition [f). Laut dem Standard QDIMACS ver. 1.1 gibt es eine wei-
tere Einschrankung, ndmlich dass alle Variablen, die im Préfix erscheinen, auch in der
Matrix als Literal enthalten sein miissen. Diese Einschriankungen wird aber von den
meisten 6ffentlich auffindbaren Instanzen nicht eingehalten (z. B. [GNPT05¢c]). Aus die-
sem Grund vernachlissigen wir diese Bedingung ebenfalls. Weitere Informationen iiber
die genannten Einschrankungen kénnen in [GNPTO05b] nachgelesen werden.
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D. Benutzungshinweise zu gbfSolve

Bei dem Framework gbfSolve handelt es sich um eine Konsolenanwendung, die ver-
schiedene Algorithmen zur Entscheidung des Problems QBJF bereitstellt. Das Pro-
gramm selbst ist so strukturiert, dass sich beliebige Losungsalgorithmen fiir das Pro-
blem OBF hinzufiigen lassen. In den folgenden Benutzungshinweisen beziehen wir uns
jedoch auf die Version von gbfSolve, die zum Zeitpunkt der Erstellung dieser Arbeit
vorlag und die in Kapitel |3| behandelten Algorithmen umfasst.

Der allgemeine Aufruf des Programms aus der Konsole heraus sieht wie folgt aus:

gbfSolve [Optionen] (Eingabedatei|-verzeichnis) [Ausgabeverzeichnis]

D.1. Ubersicht iiber die Optionen und Argumente von
qbfSolve

-h, —--help

Durch Setzen dieser Option werden nach dem Start von qbfSolve die Benut-
zungshinweise angezeigt. Diese werden auch dann angezeigt, wenn gbfSolve ohne
Argumente aufgerufen wird.

-a NUM, --algorithm=NUM

Mittels dieser Option kann der Algorithmus ausgewéhlt werden, der zum Losen
der Eingabeinstanz verwendet werden soll. Zur Auswahl stehen die folgenden
Algorithmen (vgl. Kapitel [3)):

1. Q-DLL

2. EVALUATE

3. Q-DLL-BJ
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4. Q-DLL-LN

5. QUAFFLE
Voreingestellt bei dieser Option ist der Algorithmus Q-DLL.
-o[NAME], --output [=NAME]

Damit die Ergebnisse der Erfiillbarkeitsuntersuchung nicht verloren gehen, kann
gbfSolve fiir jede untersuchte Instanz eine Ausgabedatei erstellen, welche die
Ergebnisse zusammenfasst. Das Format dieser Ausgabedatei unterliegt dem Stan-

dard nach QDIMACS ver. 1.1 (|GNPTO5D]).

Dieser Option kann optional der Dateiname dieser Ausgabedatei iibergeben wer-
den. Wenn in dem aktuellen Programmlauf mehr als eine Instanz untersucht wird,
dann werden die Ausgabedateien aufsteigend durchnummeriert. Wurde kein Da-
teiname angegeben, dann wird der Name der untersuchten Instanz iibernommen.
Die Dateiendung dieser Ausgabedateien ist .out.

-c[NAME], —-csv[=NAME]

Besonders wenn viele Instanzen in einem Programmdurchlauf untersucht wur-
den, ist es oft hilfreich die Ergebnisse aller Instanzen in einer Datei zu haben.
Deswegen bietet gbfSolve die Moglichkeit diese Ergebnisse in einer CSV-Datei
zusammenzufassen. Die CSV-Datei besteht aus vier Spalten. Jede Zeile in dieser
Datei entspricht einer untersuchten Instanz. Die erste Spalte enthélt die Anzahl
der Variablen und die zweite die Anzahl der Klauseln der jeweiligen Instanz. Die
dritte Spalte enthélt das Ergebnis, welches entweder erfiillbar (1), unerfiillbar
(0) oder unbekannt (-1) ist. In der letzten Spalte sind die Zeiten notiert, die
fiir die Untersuchung der Instanzen benétigt wurden. Das Trennzeichen dieser
CSV-Datei ist der Tabulator.

Die Angabe eines Dateinamens fiir diese CSV-Datei ist erneut optional. Der vor-
eingestellte Dateiname lautet gbfSolve_results.csv.

-t NUM, --timeout=NUM

Héaufig ist es dem Benutzer nicht moglich die Laufzeit eines Solvers abzuschétzen,
obwohl dieser dennoch die Erfiillbarkeit von moglichst vielen Instanzen aus ei-
ner Kingabemenge innerhalb eines bestimmten Zeitraums erfahren méchte. Dazu
bietet gbfSolve die Moglichkeit einen Zeitiiberschreitungswert zu spezifizieren.
Sobald dieser Wert bei der Untersuchung einer Instanz tiberschritten wird, bricht
qbfSolve dessen Untersuchung ab und fahrt mit der nichsten Eingabeinstanz
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QShortestClause ( Laufzeitins)
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Abbildung D.1.: Gegeniiberstellung der Laufzeiten von Q-DLL bei Verwendung ver-

schiedener Heuristiken

fort.

-g NUM:NUM:NUM:NUM[:NUM], --generator=NUM:NUM:NUM:NUM[:NUM]
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Zum Testen verschiedener Algorithmen bzw. Solver kann es hilfreich sein, einen
Generator fiir pseudozufillige Instanzen zu haben. Ein solcher Generator kann
mittels dieser Option aktiviert werden. Als Argument dieser Option wird eine
Reihe von Zahlen erwartet, die durch einen Doppelpunkt voneinander getrennt
werden. Diese Zahlenreihe hat das Format n:q:v:c:k, wobei k optional ist. Die
Zahl n bestimmt die Anzahl der zu erzeugenden Formeln, ¢ die maximale An-
zahl an Quantorenmengen, v die Anzahl der Variablen, ¢ die Anzahl der Klauseln
und k die Anzahl der Literale pro Klausel. Wenn £ nicht angegeben wurde, hat
jede Klausel eine pseudozufillige Lange zwischen 2 und 10. Auflerdem enthélt
jede erzeugte Klausel mindestens ein existentielles Literal, um die triviale Un-
erfiillbarkeit der erzeugten Formeln zu vermeiden.

Wenn diese Option gewéhlt wird, ist es notwendig bei den weiteren Argumenten
ein Eingabeverzeichnis anzugeben, in welches die erstellten Formeln geschrieben
werden. Die Dateinamen der generierten Formeln haben das Format

enfi_qv_c| k].qdimacs,

wobei 7 zwischen 1 und n liegt und die i-te generierte Formel kenntlich macht.
Die generierten Formeln werden anschlieend auf Erfiillbarkeit untersucht.



—-e NUM, --heuristic=NUM

Mit dieser Option kann eine Heuristik ausgewéhlt werden, anhand derer die
nachste Entscheidungsvariable ausgewéhlt wird. Zur Auswahl stehen die folgen-
den Heuristiken:

1. (Voreinstellung) Keine spezielle Heuristik. Es wird das erste gefundene un-
belegte Literal gewahlt, welches keine Abhéngigkeiten verletzt.

2. QShortestClause: Diese Heuristik dhnelt der SAT-Heuristik Kirzeste Klau-
sel ([Meild]). Sei V' die Menge der Literale, die belegt werden kénnen ohne
Abhéngigkeiten zu verletzen. Dann wird das Literal aus V' gewéhlt, welches
in der kiirzesten von all den Klauseln, die Literale aus V' enthalten, vor-
kommt. Der Zweig in dem das gewéhlte Literal auf falsch gesetzt ist, wird
zuerst untersucht.

3. QShortestClause+: Diese Heuristik beachtet mehr die Besonderheiten von
QBFs als die Heuristik QShortestClause. Sei V' erneut die Menge der Litera-
le, die belegt werden kénnen ohne Abhéngigkeiten zu verletzen. Dann wéhlt
diese Heuristik das Literal aus V', welches in der Klausel mit den wenigsten
existentiellen Literalen von all den Klauseln, die Literale aus V' enthalten,
vorkommt. Der Zweig in dem das gewihlte Literal auf falsch gesetzt ist,
wird zuerst untersucht. Wenn das gewihlte Literal existentiell ist, ist die
Wahrscheinlichkeit in einer solchen Klausel hoher, dass diese falsifiziert. Ist
das gewéhlte Literal wiederum universell, dann ist die Wahrscheinlichkeit
hoher, dass eine Einheitsklausel erzeugt wird.

Die Laufzeitvorteile, die sich durch die Verwendung einer bestimmten Heuristik
ergeben, sind in Abbildung anhand des Beispielformelsatzes aus Abschnitt

dargestellt.

-s NUM[:NUM:NUM], --sat_heuristic=NUM[:NUM:NUM]

Mit dieser Option kann eine Heuristik ausgewéhlt werden, anhand derer die
nichste Entscheidungsvariable in dem unterliegenden SAT-Solver]] ausgewiihlt
wird. Dieser SAT-Solver wird von manchen Algorithmen (z. B. EVALUATE) beno-
tigt. Zu beachten ist, dass manchen Heuristiken optionale Parameter iibergeben
werden konnen. Diese werden dann einfach mit einem Doppelpunkt an die aus-
gewihlte Heuristik angehédngt. Zur Auswahl stehen die folgenden Heuristiken
([Mei14]):

! Aktuell verwendet dieser SAT-Solver einen erweiterten DPLL Algorithmus, welcher Einheitsreso-
lution und Detektion monotoner Literale beherrscht.
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1. (Voreinstellung) Keine spezielle Heuristik. Es wird das erste gefundene un-
belegte Literal gewéhlt.

Dynamic Largest Individual Sum (DLIS)
Dynamic Largest Clause Sum (DLCS)

Mazimum Occurence in Minimal Size Clauses (MOM)

AN

Boehm-Heuristic: Dieser Heuristik konnen die beiden Parameter p; und ps
([Meil4]) hinzugefiigt werden. Die Voreinstellung lautet p; = py = 1.

&

Jeroslaw- Wang
7. Jeroslaw-Wang 2
8. Shortest Clause

-r NUM

Der wesentliche Nachteil von lernbasierten Losungsalgorithmen ist, dass diese im
Allgemeinen exponentiell viele Terme lernen. Trotz einiger Heuristiken, um die
Anzahl der zu lernenden Terme einzuschrinken, kann das Problem nur durch
eine Heuristik gelost werden, die gelernte Terme auch wieder 16schen kann. Wir
16sen dies mit der in Abschnitt vorgestellten Heuristik, indem wir periodisch
die Mengen der gelernten Terme durchsuchen und alle Terme 16schen, die eine
definierte Anzahl n an unbelegten Literalen iiberschreiten.

Diese Option bestimmt wie oft die Mengen der gelernten Terme abgesucht werden
sollen. Voreingestellt ist ein Wert von 5000, also alle 5000 Rekursionen (resp.
Iterationen) werden die Mengen der gelernten Terme aufgerdumt.

-n NUM

Mit dieser Option wird die maximale Anzahl von unbelegten Literalen in einem
gelernten Term bestimmt, so dass dieser Term wéhrend des Aufraumvorgangs
(vgl. Option -r) erhalten bleibt. Voreingestellt ist ein Wert von 20.

Eingabedatei|-verzeichnis

An dieser Stelle kann entweder eine Datei oder ein Verzeichnis angegeben werden.
Die angegebene Datei muss eine Probleminstanz im Q DIMACS Format enthalten.
Wenn ein Verzeichnis angegeben wurde, dann werden alle Dateien aus diesem
Verzeichnis mit der Dateiendung .gdimacs untersucht.

Ausgabeverzeichnis
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Dieses Verzeichnis kann optional angegeben werden. Die Dateien, die durch die
Optionen -o bzw. -c erstellt werden, werden dann in diesem Verzeichnis abgelegt.
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